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PREFAZIONE 



Nello scrivere queste pagine mi sono -proposto di fere 
un’opera utile agli studiosi delle Scienze matematiche, e 
particolarmente agli studenti d’introduzione al Calcolo, i 
quali non possono a meno di trovarsi assai imbarazzati nel 
cercare le materie recentemente introdotte nel programma 
degli esami, le quali si trovano sparse in molti libri, quasi 
tutti poco adatti aH’iutelligenza dei principianti. Colla scorta 
di quest’operetta e dei trattati d’ Algebra e di Geometria 
Analitica di Lefebure de Fourcy gli Studenti d’introduzione 
al Calòolo potranno correggere e completare le proprie reda- 
zioni scolastiche, e mettersi in grado di sostenere l’esame 
sull’intiero programma oflSciale. 

Quest’opuscolo sarà diviso in quattro parti. 

La 1* parte, che è la più importante, se non per la quantità, 
almeno per la varietà delle materie in essa contenute, tratta 
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della risoluzione e trasformazione delle equazioni algebriche, 
delle proprietà elementari dei determinanti e delle loro appli- 
cazioni si analitiche che geometriche. Per rendere più facil- 
mente intelligibili le dimostrazioni delle proposizioni e delle 
formole, oltre al modificare quelle riferite nelle opere di 
Cauchjr (1), di Brioschi (2), di Serret (3), ho creduto opportuno 
di considerare quasi sempre un caso particolare, essendo 
che l’esperienza di otto anni d’insegnamento universitario 
mi ha convinto, che i giovani dotati d’ingegno alquanto 
più che mediocre non incontrano serie difficoltà nel pas- 
sare da un caso particolare sufficientemente esteso al caso 
generale, mentre difficilmente potrebbero comprendere la 
dimostrazione fatta sul caso generale. I metodi, di cui mi 
soHO servito per discutere i valori delle incognite che sod- 
disfano a più equazioni di 1“ grado, pel* far svanire i radicali 
da una data equazione, e per risolvere alcuni problemi 
analitici e geometrici, sono stati da me immaginati; ma 
con ciò non intendo di sollevare alcuna pretensione sulla 
loro invenzione, voglio soltanto dire, che ho avuto abba- 
stanza fiducia in me per dispensarmi dal consultare su 
questi argomenti le altrui opere. 

La' 2* parte comprenderà la teoria elementare delle serie 
sì reali che immaginarie. 

La 3* parte conterrà i priacipii elementari del Calcolo delle 
difierenze finite. 

(1) Exercices d’Analyse et de Physique Mathématique. 

(2) Théorie des Délerminanls et ieurs principales applicatìons. 

(3) Cours d’Àlgèbre supérieure. 
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La 4* parte rerserà principalmente snile Co«riinate Lir 
neari introdotte nella Geometria Analitica da Plttcker e 
generalizzate da Cbasles. Ad essa faranno seguito alcune 
note, le quali serviranno a completare quest'opuscolo, che 
io offro specialmente agli Studenti di Matematica confi- 
dando, che malgrado le sue imperfezioni riuscii loro di non 
poca utilità. 
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COllEffiTI D’ALGEBRA E DI GEOMETRIA AiALITICA 


PARTE PRIMA 

Equazioni algebriche e determinanti 


CAPO PRIMO 

Metodo di eliminazione di Bézoul. - Formale simboliche di Cauchy.- 
Formala d’ interpolazione di Lagrange. 

Quando si vuol risolvere n equazioni di 1° grado a n incognite, si 
può far uso di diversi melodi, fra i quali il più generalmente impiegalo 
è quello di Bézoul. Esso consiste nel moltiplicare ?»— 1 equazioni per 
allrellanle quantità indeterminale p, q, r..., nel sommarle insieme, 
compresa ia n‘”’, e nell’eguagliare a zero i coelBcienli di n — 1 inco- 
gnite; si avranno cosi « — 1 equazioni per determinare p, q, r,,., e 
sostituendone i valori nella equazione contenente la incognita, 
questa rimarrà determinala. 

Questa risoluzione delle n — I equazioni, che servono a determi- 
nare p, q, r si fa dipendere collo stesso procedimento da quella 

di n — 2 equazioni, e questa dalla risoluzione di ti — 3 equazioni, e 
cosi di seguilo. Onde per mezzo delle quantità, che soddisfano a 
due equazioni si deducono quelle che soddisfano a tre, e da queste 
quelle che soddisfano a quattro, e così di seguilo. 

Supponiamo, che in qualunque modo si siano risolute le tre equa- 
zioni seguenti; 

( 1 ) = 

a^x -4- bjtj Cj! — ; A-, , 

Oji -4- b^y -4- Cj2 = Aj , 

e trovali per *, y, s i valori seguenti: 

N N’ 

( 2 ) 
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il cui deQOQÙnatore comune 

( 3 ) D=a, 6 , Cj-o^ Cj c, a — 6 ^ a, Cj-f-c„ », 6 ^— c, ft, », . 

ed i cui numeratori N, N’, N" si formano per mezzo di D rimpiaz- 
zando rispeltivamenle colia lettera k le lettere'», 6, c. Volendo ara 
risolvere le quattro equazioDÌ: 


{*) -+- b^y ^ e^t -+. d^u = . 

»,x -t- 6,?/ -4- c,s -t- djH = k ^ , 
a^x 4- b^y ■+- c,* 4- d,u = ft, , 

«j* 4- djt 3= *3 , 

si moltiplicbino le. tre prime per le quantità indeterminate p, q, r, 
si sommino colla quarta, e si otterrà l’equazione: 


(5) 






la quale si riduce alla forma: 


(6) (OuP-^-Oj^-t-OjrH-Og) x=fc,p-t-àjgH-fr,r-*-àj, 


prendendo per p, r i valori che soddisfono alle tre condizioni: 
(7) àjP 4 - 4 - àjr 4 - ^3 = 0 , 

CoP-f-c,?4-cz-t-e3 = 0, 

d«P -t- d,q -t- d,r 4 - dj = 0 , 

e che si deducono agevolmente dai valori (2) cangiando : 

0 (J, Oj. »,, frj, , ftj, Cq, c, , C,, Aj, fc|, ^ 

in Cq, dp, 6,, Cj, d,, 6,, c,, d,, — à,. — c,, — d,. 


Ricavando ora dail’equazione (6] il valore di x si trova.; 

(8) ^^ V4-à,y4-V-^^3 

a^4-o,9 4-o,r-4-«3" 

onde rimane dimostrato, che anche nei caso attuale il numeratore 
di un’incognita si deduce dal denominatore cangiando la lettera, 
che ne rappresenta i coefficienti, nella lettera che rappresenta i 
secondi membri. 
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Facendo quindi le sosliluzioni sovraindicate si troverà per » una 
frazione, il cui denominatore sarà il polinomio seguente; 

(9) — n, A, c^-t- a„ c, A, - c, Aj d.^^ a ^ d, A^ c^- o, d, c, A, 

—A,, a, Cj d ^ -(- A,j a, d, o , - A^ d^ A^ c d^ - A„ d 4 A _ d, Cj n, 

c, «. ''i «, d. + c, A, d^ a, - A, a* d^ h- c., d, a, A^ - d, A^ a, 

- «1 ''ì «J + "j ‘'i ''j ' ‘^0 K “j + '^0 ^ - ''o *'i ''ì "3- 

i cui termini si deducono dal primo, scrivendo successivamente tutte 
le permutazioni del prodotto abcd senza spostare gli indici, e attri- 
buendo a ciascun prodotto il segno + o — secondochè il numero 
delle permutazioni semplici fatte per ottenerlo sarà pari ed impari. 
Questo denominatore essendo formato nello stesso modo per mezzo 
delle quattro lettere a, A, e, d (salvo il cambiamento di segno], 
servirà pure di denominatore alle frazioni, che esprimono y, z, u; 
ed i loro numeratori si dedurranno dal denominatore cangiando ri- 
spettivamente A, c, d in A. 

Le equazioni (i) si possono adunque considerare come comple- 
tamente risolute, e per mezzo delle formolo ottenute per queste 
quattro si possono trovare, seguendo lo stesso procedimento, quelle 
corrispondenti a cinque equazioni, e così di seguito. 

Siano ora proposte le quattro equazioni particolari seguenti: 

(IO) of’x + U'tj -(- c"s d"(i = A” , 

«’x -f b^ìi -+• r*s d’ii = A* , 
n*x -1- h^ij -+- c^z -+- d*i4 = A* , 

-I- A*y -+- e*s = A* ; 

(la prima equazione non è altro che: x-f-y + s-f-ual ) Tesprea» 
sione generale (8) di x prenderà la forma seguente; 

(M) x = 

' -t- ra‘ -4- ya -+- p 

e le equazioni (7) cangiandosi nelle seguenti : 

(I?) i A’ -I- rA* + gA + p = 0 , 

, -k- re* -i- qc + p — 0 . 

d^ 4 rd* -H yrf -4- p = 0 . 

esprimeranno che b,c, d sono le 'ire radici dell’equazione di 3” grado; 
(43) t’ -4- r<* -I- gl -4- p sa 0. 
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Ora polendosi mellere il primo membro di quesrequazione sotto 
la forma [l—b) {<— c) [t—d], se si confrontano con esso numeratore 
e denominatore di x, se ne deduce, che x si può mettere sotto 
la forma; 

_ (/; — b) {k — c) {k — d) 

* ~ (a — 6) (o — c) (a — d) ■ 

I valori di x, y, z, u, che soddisfano alle equazioni (10) saranno 
adunque i seguenti : 

( 14 ) jk-c) jk-d) 

[a — b] [a — c) (a — d) ’ 

_ (ft — a] (k — c] {k — d) 

- {b — af{b'^^{b — d) ’ 

_ {k~a) (/; —b){k — d) 

(c — a) (c — b) (c — d) ' 

- - g) 

(d — a — b '// — c'j 

Ciò premesso, io dico che, se si riducono queste frazioni allo 
stesso denominatore, ed eseguile tulle le moltiplicazioni si applichi 
a ciascun monomio per fattore la lettera mancante coU’csponenle 0, 
e quindi si cangino gli esponenti in indici , si avranno appunto i 
valori di x, y, s, m, che soddisfano alle equazioni (4). Infatti è 
dapprima evidente, che dimostrala lidenlilà del denominatore 

(15) [a — b] [a—c] (a — d) [b — c) [b — d] (c — d) 

trasformalo nel modo suddetto col denominatore (9), sarà pure di- 
mostrala l’idenlilà dei numeratori. Ora il prodotto (lo) essendo una 
funzione simmetrica di a, b, c, d (salvo il segno), ed avendo il 
monomio a^ò*c=n^ò*c'd‘’( comprenderà tulli i monomii compagni, 
ossia 4.3.2 monomii di questa forma, i quaii mediante il cangia- 
mento degli esponenti iq indici diventano identici coi monomii for- 
manti il denominatore (9); ed è anche facile di riconoscere, che 
avranno i segni alternali nello stesso modo. In quanto agli altri 
26 — 4.3.2 termini, essi hanno una delle tre forme a?bcd, a^b^c^, 
a^b^cd-, quelli della prima sono in numero di otto, due a due eguali 
e di segno contrario; quelli della seconda in numero di otto, sono 
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pure due a due eguali e di segno contrario; quelli della 3* in numero 
di ventiquattro, sono quattro a quattro eguali, due di segno e 
due di segno — ; dunque questi quaranta termini svaniscono. 

E poi facile di modificare le formule (1 4) in modo da ottenere 
j valori delle incognite, che soddisfano a n equazioni di forma si- 
mile a quelle delle (tO), ma diviene assai più difficile il dimostrare, 
che da essi si può passare col cangiamento degli esponenti in indici 
a quelli, che soddisfano a n equazioni generali di primo grado, (a) 

Proponiamoci ora il seguente^ problema generale: 

Determinare i m-+-l coelficienti di un polinomio di grado m in x 
in modo, che sostituendovi wi-f-l dati valori di x, esso prenda m-t -1 
valori dati. 

Siano i valori dati di x , e 

Kj, i/g, 1 / 3 , y^, quelli corrispondenti del polinomio 

(16) y = A jX>"-HAjX”-*-t-A jX"'-2-4- • 

sostituendo successivamente per x e y i valori dati, si otter- 
ranno tn +1 equazioni, alle quali applicando il metodo di Bézout 
si otterrebbero i valori di Aj, Aj, Aj..,.. A^_,. A^^ sotto forma 
frazionaria, i cui soli numeratori conterrebbero al solo primo grado 
le quantità y^, y^, y^....^ y^, y^_^y Possiamo adunque porre y 
sotto la forma seguente : 

(17) y=\y^-h\y^-h'S.jyj-h 

essendo X,, Xj, X 3 ,....Xjj,, frazioni contenenti al denomi- 
natore Xj, Xj, Xj x^, x^^^, e al numeratore queste quantità 

stesse e la stessa variabile x elevala alle potenze 1 , 2, 3...m — 1, m. 

Volendo risolvere la questione proposta, qualunque siano i dati 

valori di X e di y, siccome supponendo nulli y^, y^ y^, !/m+ii 

y si ridurrebbe a X, yj senza cessare di essere uguale a y, per 
x=Xj, e di essere uguale a 0 per gli altri valori di x, dobbiamo con- 
chiudere, che Xj deve essere tale funzione di x, che per x=Xj 

(a) It lettore troverà nella nota I maggiori sviluppi su guesle formolo simboliche di 
Ciucbjr. 


Digitized by Google 



6 


si riduca air unità, e per gli altri valori di x si riduca a zero. In 
virtù della seconda condizione dovrà essere della forma: 

(1 8) \ = K(®-x,) (X-X 3 ) (x— x„) (x-x„^,) , 

ed in virtù della prima si avrà: 

(19) 1 =K (x,— X,) (x,— Xj) (®,— »„^i) ; 

onde dividendo, si avrà l’espressione di X,: 

(90) X . (a= -xj(x-x„^,) 

■ ‘ (X,-I,) (X,— X3) .... (X,— x„) (x,-x„^,) ’ 

e quelle di X,. X 3 X„. X„^,.si dedurranno da questa con sem- 

plici cangiamenti di indici, epperciò sostituendo nell'equazione (17), 
si avrà finalmente: 


(21) — x,^,) 

(x, - x,)!x, - X3l....(x, — x„)(x, — x„^,)*'i 
(X x,)(x — X3)...( X — x ^)(x — X„^,) 
(x, — X,)(Xj — X3)....(x, — X„)(X, — X^^,)*'* 

(x — x,)(x — Xj)(x — x,)....(x — x^_^,) 


y=< 


■(x„ — Xj)(x„ - X,)(X„ — X3)....(x„ — X„^,) 
(x — x,)(x — Xj)(x — X3)....(x — X^ ) 




Vm. 




Questa formola è conosciuta sotto il nome di Formoh i’interpo- 
laiiont di Lagrange. 
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CAPO SECONDO 


Teoria elementare dei determinanti. 


Die«6i determinante t’aggregalo dei ì.i.i n prodotti, che si 

ottengono facendo tulle le permulaiioni degli indici nel prodotto 


'"n-l 


e attribuendo a ciascun prodotto il segno positivo o negativo se- 
condochè le permutazioni semplici falle per ottenerlo sono in nu- 
mero pari od impari. Si dice poi, che un determinante è dell'or- 
dine 2, 3, 4 .... n, seeondochè le lettere a, b, c .... k, / sono in 

numero di 2, 3, 4 .... n; e le n' quantità a, b^ a, à, c, 

a„ 6. fi l di cui è formalo , diconsi elementi. 

Secondo questa definizione il determinante di 2° ordine equivale 
al binomio a, b^ — a, àp ed i determinanti di 3” o di 4° ordine 
si trovano essere identici coi polinomii (3) e (9), purché si accre^ 
scwq gji mdici dj un’unità. Ma per maggiore concisione di scrittura 
fi sogliono rappresentare i determinanti di 2”, 3°, 4** ordine nel 
modo seguente: 

a, fc, c, 

Oj Cj , 

®3 ^3 




0 , b^ e^ d^ 

Oj Cj cfj 
Oj 6j Cj dj 

«4 ^ 


f in generale quello di n* ordine con 

( 22 ) 


®n-l *n-l ®a-l 


n_l *0-! 


Oli elementi o^, 4^, Cj situati sulla diagonale a, di- 

esasi principali; e ti dicono coniugali quelli, che sono disposti 
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simmetricamenle rispello alla slessa diagonale, come per es. e a,, 

c, e 03. Ò3 e cj. a,_, e k^ e 

Lo sviluppo di un dclermìnanle si fa agevolmenle secondo ia 
legge di formazione indicala nella definizione, quando gli elemenli 
sono rappresenlali nel modo sovraindicalo 0 da lellere convenien- 
temente scelle , ma quando gli elemenli sono quantità numeriche 
od algebriche qualunque, conviene di ricorrere ad altre regole di 
più facile e comoda applicazione. Osserviamo perciò, che il deler- 
minanle di 2® ordine avendo per sviluppo a^ 6, — Oj b^, quello 
di 3 “ ordine avente per sviluppo : 

^1 — ®3 ^2 

si potrà porre sotto le due formule seguenti: 

6,c,) 


e così si fa dipendere lo sviluppo di un determinante di 3 ® ordine 
da quelli di tre determinanti di 2° ordine. Parimente lo sviluppo del 
determinante di 4 ° ordine si può, contemplando il polinomio ( 9 ), 
porre sotto le tre forinole seguenti: 

—‘*2(^1 C3 ‘^i-*i ‘’v h ^3—^1 h h ^-<^1 ^ ® 3 )( 

+“3(^1 «2 ^ ^2 *2 ® 4 — ^4 ®s)( 

®4 (^i *^2 ^3 ^3 ^3 ^2 ®l ^2 ^2 *^3““^1 ^3 *^ 2 ) ) 


«1 (^2 «3— ^ c,)— a, (6, C3-63 c,)-f-a3 (6, c,— 


( 23 ) 


na, 


^ ‘'2 

1 

1 

b c 1 
' > 1 . 

6, c, 


1—0. 

1“*”®3 


i h <^ 3 

1 

«>3 «3 i 

^2 


( 24 ) [ 63 Cj dj 1 

— “r ^3 ^3 ^3 “®2 

ò| c, d, 
h C3 <^3 


òj Cj d, 
63 Cj dj 

-“4 

b^ c, dj 
^•2 Ci d. 

1 Ci dj 1 

Cj dj 


^4 C4 ^^4 


^3 C3 dj 




«1 ^ 
“2 *'2 

X 

j- 

«2 h 

Oj tj 

xj 


<^3 '^3 ' 


c, d, 


i . 


c, d,, 

C4 dii 


I I 


a, 6, 
“3 ^3 

«2 h 

a^ 


X 

C2 

Ci di 


«1 ^ V 

«4 ^ ^ 

c, d^ 
C3 dj 

X 

C, dj 
Cj dj 

— 

o« ò, 1 . 

3 3 V/ 

“4 

Ci dJ 
<=2 ‘^2! 
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Procedendo in simil modo si può decomporre un delermlnanlc qualun-' 
que in prodotti di determinanti di ordine inferiore, i quali deduconsi 
dal determinante completo col sopprimere lo stesso numero di linee e 
di colonne; questi determinanti secondarii diconsi determinanti minori. 

Andiamo ora a dimostrare le proprietà elementari dei determi- 
nanti, delle quali ci occorrerà di far uso in seguito. 

r Un determinante non cangia di valore col cangiare le colonne 
in linee, e le linee in colonne. 

Infatti gli clementi principali rimanendo allo stesso luogo e gli 
elementi coniugali scambiandosi fra di loro, le permutazioni che si 
dovevano fare negli indici si dovranno adesso fare sulle lettere, 
ora è chiaro, che ogni permutazione fatta sulle lettere equivale 
precisamente ad una pcrmutcazione di indici. Così, per esempio, 
nel prodotto a, Cj permutando le lettere b e c, si avrà il, 
prodotto Oj Cj fcj = a, 6^ cogli indici 2 e 3 permutati. 

Quindi in virtù della legge di formazione i monomii componenti lo 
sviluppo del nuovo determinante saranno ancora i medesimi, ed 
avranno gli stessi segni. 

2* Un determinante cangia di segno, ma non di valore assoluto, 
quando si permutano fra di loro due linee o due colonne. 

Infatti una tale permutazione equivalendo ad una permutazione 
semplice di due indici o di due lettere in lutti i prodotti, secondo 
la legge di formazione essi cangieranno lutti di segno, e lo stesso suc- 
cederà della loro somma algebrica, ossia del determinante. Quando 
adunque si voglia riconoscere, se un delcrminanle sia nullo o non, 
si potranno scrivere le linee o colonne in qualsivoglia ordine. 

3“ Un determinante è nullo, quando gli elementi di una linea o co- 
lonna sono rispettivamente eguali a quelli di un altra linea o colonna. 

Per il determinante di'2“ ordine questa proprietà è evidente, e 
lo è pure per i determinanti di 3“ e 4" ordine, se si ha riguardo 
alle trasformazioni (23) e (24). E per un determinante di qualun- 
que ordine basta osservare, che permutando fra di loro le lince o 
colonne composte degli stessi elementi il determinante non cangia, 
ma in virtù della 2* proprietà esso dovreìihe cangiar di segno, dun- 
que il suo valore non può essere diverso da zero. ^ 

4* Se si moltiplicano o si dividono' gli clementi di una linea o 
di una colonna per lo stesso numero, il determinante rimane mol- 
tiplicalo 0 diviso per questo numero. 

2 
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Infatti in ciascun prodotto il fattore appartenente a quella linea o 
colonna sarà moltiplicato o diviso per quel numero, e lo stesso si 
può dire della somma algebrica dei prodotti ossia del determinante 
b* Se gli elementi di una linea o di una colonna sono rispetti- 
vamente proporzionali a quelli di un’altra linea o colonna, il deter- 
minante è nullo. 

Infatti gli elementi di una linea o colonna si potranno considerare 
come eguali a quelli dell’altra linea o colonna moltiplicali per un fat- 
tore comune q, dividendoli per q il determinante sarà diviso per q, 
e siccome esso diventa nullo in virtù della proprietà 3*, così si deve 
conchiudere, che era anche nullo il determinante primitivo, 

6* La somma di due o più determinanti dell'ordine n, che hanno 
comuni n — 1 colonne o linee, equivale ad un determinante unico, 
in cui gli elementi della n*'°" colonna o linea sono rispellivamenle 
eguali alle somme degli elementi delle colonne o linee non comuni. 
Infatti ponendo i seguenti determinanti 


a, ò, 

“l *1 ‘’l '^1 

a, d. 

“i 

“a K «a ’ 

«sj òj Cj dj 

\ \ <^4 , 

“4 ^4 ‘^4 


sotto la 2* forma (24), c sommandoli, si avrà: 


«1 ^ 

! “l ^ 

“i 

-i *S ‘’i i 

«3 ^3 <^3 ^3 

j “3 ^3 ®3 1 

«4 ^ 

«4 h h 


1 

1 


^ 6 , C, d^l 6 , C, d, 


=(Oi-4-«,) 

*3 «-S *^3 - 

63 C 3 d 3 -H(a, +« 3^,63 Cj dj 

63 Cj d, 


*4 «4 ‘^4Ì 

‘=4 <^41 . 1^4 «4 

1 ^ <=1 <^3 


I Oj-+-«j 6j Cj dj 

c, d, 

^ ^3 
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Nello stesso modo si potranno sommare insieme tre o più deter- 
minanti, ovvero decomporre un determinante dato in due, tre o 
piu determinanti dello stesso ordine. 

7* Un determinante è nullo, quando gli elementi di una linea o 
di una colonna si compongono di parti ri.speltivamcntc proporzio- 
nali a quelli di due o più altre linee o colonne. 

Infatti senza alterare il valore assoluto di un determinante si può 
dapprima trasformare in un altro, che abbia gli elementi in que- 
stione nella prima colonna, quindi decomponendo il determinante in 
due 0 più altri aventi nella prima colonna le parti sovraindicate, e 
tutte le altre colonne comuni col determinante proposto, i determi- 
nanti parziali saranno nulli in virtù della 5' proprietà, dunque, ecc. 

Cosi, per esempio, si, avrà: 


(26) pb^-*-qc^-*-rd^ /q c, d, 
pb^-t-qc^-*-rd^ b, d^ 
pl>3-+-qr.^-^rdi d^ 

pb^-t-qc.-hrd^ b^ Cj d^ 


pb^ ò, c, d,| pc, 6, c, dj! jpdj b^ c, d,j 

pòj b^ Cj dj pcj /q c,, d^ pd^ òj, Cj dj^ 

pb.^ b.^ Cj d., pc^ dj ^pdj Cj dj 

|p6. òj tq d^ pcj b^ dj |pdi Cj d^l 


8* Un determinante non cangia di valore, quando agli clementi di 
una linea o colonna si aggiungono quantità rispetlivamenle uguali 
0 proporzionali agii elementi di una o più altre linee o colonne. 

Infatti le parti aggiunte si potranno considerare come provenienti 
dall'aver sommato il determinante proposto con uno o più altri, che 
sono nulli per avere gli elementi di una linea o 'colonna uguali o 
proporzionali a quelli di un’altra. 

9* Il prodotto di due o più determinanti e qualsivoglia potenza 
intera di un determinante è pure un determinante; nel quadralo di 
un determinante gli clementi coniugali sono uguali fra di loro. 

Queste ultime proprietà dei determinanti saranno dimostrale in 
seguilo confrontando fra di loro i denominatori comuni delle espres- 
sioni delle incognite vincolale da equazioni di 1" grado e ricavale 
in due modi dilTereoli. 


«■ 
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CAPO TERZO 

1 

Uso dei determinanti nella risoluzione delle equazioni di 1“ grado 
e nella discussione dei valori delle incognite^- — 
Moltiplicazione dei determinanti. 

Riprendiamo le equazioni (4) ed accresciamo lutti gli indici di 
un’unità, esse diverranno: 

(27) Oj X +- 1)^ !/ -f- Cj s -4- H = A-j ^ 

a; -H A, V -t- «l., « = /-j , 

03 x ^-&3 y-t-Cg s-t-rfj u = Aj, 

«i ® -+- *4 y -t- Ci 5 -t- rfj u = Aj ; 

rappresentiamo con Aj. — Aj, A 3 , — A^ i determinanti minori, che 

nello sviluppo (24) sono rispellivamenlc moltiplicali per 0 ,. a^, 03 . a^ ■^ 
e moltiplichiamo le equazioni (27) per Aj , Aj , A 3 , A^ , quindi som- 
mando avremo : 

(28) 

-f-(Ai fc,-+-Aj 
-t-(A, d,-+-Aj 

In quest’equazione il coefficiente di x è evidentemente uguale al 
delerminanic di 4“ ordine formalo coi coefficienti delle incognite, 
i coefficienti poi di y, z, n e il secondo membro non differendo 
dal coefficiente di x, che per il cangiamento della lettera o nelle 
lettere b. c, d, k, l’equazione (28) prenderà la forma seguente: 


o,-f-A3 03-4-A^ ajx 


;Aj Aj-+-Aj Aj-t- A3 A 3 - 4 -Aj l;^. 


( 29 ) 


o, A, c, d,l 
“i h 

1 ' c, d,' 

I h \ c, 

C46, C, rf,l 

rf,.A, c, d, 
bi c, d ! 

f , 

\ ^3 

, , . y-*-\ 

' ; K K ^3 

^3 ?3 ‘■3 h 

''3 *3 <^3 4 

\u= 

«4 ^4 "4 

, ^4 '’i ^4 1 

1 c, b, c, df 1 I 

1 4 4 4 il j 

✓ 

h <^i\ 

1 i 


A| fcj.Cj c/j 
'^ì! 

K K ^3 
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Ora in virili della 3* proprietà i coenicionli di y, z, u essendo nulli, 
si ricaverà da quesl’eqiiazione il valore di x, e con semplici can- 
giaraenli di lettere quelli di y, 2 , u; cosicché si avrà lilialmente: 


( 30 ) 





“1 



d 

i 


“1 





“1 





K 

K 

^2 


“2 


Cs 



«2 


^2 

^2 


“2 

*2 

<=2 


' 

h 

h 



"3 

*3 


<^3 


“3 


'^3 

d . 


“3 

^3 

‘=3 

*3 


K 

h 


d, 

» 

a . 

^4 

"4 

^4 


a . 


A, 

d , 



^4 


^4 

T = 



















«1 


• 

, y = 

«1 




-, 3 = 

"i 


‘'i 

d ^ 

) M — 

«1 



<^1 


«2 

*2 


^2 

®2 

K 


''i 


“2 

K 

^^2 ^-1 


“2 


c. 



s 


S 

«*3 

“3 

h 

^3 



«3 

63 

s 

d . 


"3 

^'3 

c. 

0 

<^3 

u''‘ 


"4 

* 1 

«4 

h . 

4 


d. 

* 


a , 

4 


‘^4 

d . 


"i 


<^4 

^4 


Vediamo ora quali valori speciali prendano le incognite nei tre 
casi particolari, in cui una delle equazioni è conseguenza di un’altra 
0 di due altre 0 delle tre altre , aggiungendo qualche osservazione 
sulle equazioni conlraddillorie. 

1“ Caso. Se una delle equazioni è conseguenza di un’altra, per 
esempio, la 2* della t', dico che i coelìicienii della 2* saranno ri- 
spettivamente proporzionali a quelli della 1*. e che i valori delle 

incognite avranno tulli la formula 

Infatti, moltiplicando la 1“ equazione per un numero indetermi- 
nato p, e sottraendola dalla 2', si avrà requazione : 

(31) {a^—pa;,x+{b^-p\)y+[c^-pn^]z-h{d^-pJ^)u=k^—pk ^ , 


che essendo pure una conseguenza della 1* sarà soddisfalla da tutti 
i valori di x, y, 2 , u, che soddi>l'ano alla I*. Ora quella è sod- 

disfalla col porre * = i/ = 2=0, e u = — , sostituendo adunque 

"1 

questi valori nella (31), si avrà: 

kj d. A- 

= pA,, ossia 


ed iu sifflii guisa si troverà : 
(32) 


^‘2 ^2 ^2 _ S 

A-, (fj Cj 6, Oj 
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Quindi in virili della proprielà 5* i determinanti che entrano nelle 
forinole (30) saranno nulli. 

K 

Se questi rapporU fossero tutti eguali ad eccezione di -r~ , allora 

. *1 

la 2* equazione sarebbe evidentemente in contraddizione colla i 
numeratori di ®, y, i, u non sarebbero più nulli, e le frazioni (30) 

N 

prenderebbero tutte la formula — . E se quei rapporti fossero tutti 
a 

eguali ad eccezione di , moltiplicando per esso la 1* equazione, 

“i 

e confrontandola colla 2*, si riconosce che x è nullo, il qual risul- 
tato si accorda coi valori (30), in cui il solo determinante, che sta 
al numeratore di x, è nullo. 

2“ Caso. Se un’equazione è conseguenza di due altre, per es., 
la 3* delle due prime, dico che si potranno trovare due numeri p e q, 
pei quali moltiplicando la t* e 2*, e sommandole, si troverà identi- 
camente la 3‘, che cioè i coefficienti di questa sono delia formula : 

(33) a^=pa^+qa^, b^-=pb^+qb^, c^=pc^+qc^, d.^=pd^+qd^, *3=P*i+9**, 


e che perciò in virtù della 7* proprietà dei determinanti i valori 

colle incognite avranno la formula 

Infatti facendo le operazioni indicate, e sottraendo la 3* equazione, 
si trova : 


(34) (pOj+gOj_a3)x+rp5j+96j_63;2/+(pCj+gCj_C3)z+(pd,+?d,-d3«)^pftj+g*j_*, 
equazione, che sarà anche una conseguenza delle due prime, e che sarà» 

*iWi 

perciò soddisfatta dei valori xzzO, y—0, — r, u— 

che soddisfano alle due prime, si avrà adunque: 

(35) (?Cj+gc3-C3)(/t^d,-Ajd,)+(prf,.f9<ij-(Ì3)(c,ft,-CjAj)=(pA,.vgÌ3-ft3)(c,d3-Cjdj). 

Assumendo ora per p e ? i valori, che rendono dj = pdj -i- , e 
k^=pk^-t-qk^, si conchiude, che sarà anche c^=:pc^-t-qc^, supponendo 
poi nulli X e J, y e J, si troverà; , a^:=pa^-^-qa^. Questo 

ragionamento è soltanto in difetto nel caso, in cui i rapporti (32) 
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siano tulli eguali, roa allora si ricade qel caso precedente, colla 
differenza che anche la 3‘ equazione è una conseguenza della 1 *. 

Se le condizioni (33) fossero soddisfalle ad efccczione deirultima, 
la 3* equazione sarebbe in conlraddillorio colle due prime, e le for- 
mole (30) avendo i numeratori diversi da 0 prenderebbero la forma 
infinita. Se poi una delle altre quallro condizioni non fosse soddis- 
falla, rincognila corrispondente avrebbe un valore nullo. 

3® Caso. Quando la 4* equazione è conseguenza delle altre, si 
dimostra in simil modo, che si possono trovare Ire numeri p, q, r, 
per cui moltiplicando le tre prime, e sommandole, si forma la 4*, 
e che perciò nei cinque delerminanli delle formole (30) gli elementi 
della 4* linea sono formati di parli rispcllivamenle proporzionali agli 
elementi delle altre, ossia che ì valori delle incognite hanno una 
forma indeterminata. 

In questa discussione non abbiamo ancora visto verificarsi il caso, 
che due o più incognite abbiano valori indeterminati, mentre le altre 
hanno valori determinali. Consideriamo perciò le quallro equazioni ; 

(36) flj a; 6| >/ ♦ Cj f = 4, 

«j ^ ^ y Cj < = 4j . 

«**-•- y -+- Cj < = *4 , 

Fullima delle qOali supporremo essere una conseguenza delle altre, 
ossia : 

(37) a^=pa^^qa^+ra^, \-pb^+qb^+rb^ , c^-pc^^qc^+re^, k^-pk^+qk^^rk^ 

Ricavando dalle tre prime i valori di x. v. che soddisferanno 
anche alla 4 ‘, avremo; 


1 

1 

1 

j 

*i \ «1 : 
*3 *S «3 i 

1 

1 

1 ; 

! ; 

~ fi ■ 

a, 

; «3 *3 «3 

! “3 h 

1 

“l ^ *1 
®8 ^3 *3 
®3 ^3 ^3 

V - 

] 

«1 ^ ‘'l 

r 

“l K ! 

1 

“l \ <=t 

\ 1 


ì “3 ^3 <^3 i 

1 

«3 h ‘^3 


i “3 ^ «3 

i ! 

“3 h "3 1 


“3 h H 


Digitized by Google 



16 


Poniamo ora *-fmn invece di t, le quallro *equaiioni (36) di- 
verranno : 

(39) X -4- 1/ -4- C| j -4- mCj u = Aj ^ ' 

, a., X -4- 6„ Il c.z me., u = A., 

Oj X - 4 - y - 4 - Cj S -4- IJIC^ U =r A^ ; 


e siccome nessun cangiainenlo si è fallo, che possa allerare i va- 
lori delle incognile x e y, esse conserveranno i loro valori finili, 

e delerniinali, ossia/ le espressioni (30) della formola dovranno 

polersi ridurre alle formole (38); in quanto alle incognile s e u, 
esse rimarranno evidentemenle indelenninale. Ora è facile di ren- 
dersi ragione di quesl’apparenle contraddizione , essendo che per 
ollencre il valore (30) di x si sono moUiplicale le quattro equazioni 
per i determinanti minori 


1 

j ‘h 1 

1 A, c, d, 

i «■ i ^ c, d, 

j 

1 

i, ! 

1 

1 

+ 

j 

, ^'3 S ^3 ' 

1 1 


1 

’ d- ^2 ^2 > 

— 


1 

^ t 

; b. C, (ì, i 
1 4 4 4 1 

''he, d, 

1 4 i i 

! b, c, d, 

i 1 i 1 


' ^3 *^3 ^3 1 

quali 

sono nulli 

per essere 

in questo caso; 

d,: 

= VI Ci , d., = mcj 


= = ed hanno il fattore comune m — m, come si 

riconoscerà facilmente sviluppandoli. Basterà dunque togliere al nu- 
meratore e al denominatore di x il fattore m — m (introdotto col- 
leseguire rdiminazione delle altre incognile) per ritrovare la sua 
espressione finita (38). 

A tal uopo si ponga il valore (30) di x sotto la forma seguente : 


)) ! 

*2 h : 


*1 ^ J 

A 

' ‘1 ''i 




^3 K S ' 

-cU 

K ^ *=3 

• , 

-+- 1/3 

i c, 

I 


*2 *2 ^2 


i ^ h ^ i 


Aj /)( Cj 



1 

» 

! 

i K ^3 fi 

x^— 

j : 


! c, 

j 

«1 A, Ci I 

1 

1 

: a, 


j «3 h <^3 

1 

1 

1 



“2 K «2 1 

-di 

“2 ^2 "2 1 


“4 h ^4 


j «4 h 

1 1 

1 

1 1 

1 “4 *4 ^ 1 


“3 ^ 


♦ 
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e si osservi, che in virlù della 8* proprietà dei determinanti e 
delle espressioni (37) il coefficiente di dj al numeratore può scri- 
versi cosi; . 


(41) 

** 



1 

i 

*3 *3 ‘'S 


*3 h ^3 

•=P 


b^-qb^-rh.^^ Cj-qfc^-rc^ 

1 1 

i 




quindi, facendo una simile trasformazione sugli altri determinanti, 
si otterrà : 


(12Ì ' 

*:! 

i ''l 

k. i, c, ■; 6, r, 1 

P'V 

Kh <^3 


rd,, A: , 6^ Cj I - dj b, 

1 

K \ 


i *3 h S I : *3 «3 ' 

j 

1 

1 “s 

i 

i ^ 6, c, ' 1 a, bj c, 

K 

«3 h ‘■3 


+ ’’''3' “s "» S ' 

' 1 c 


«1 

«j *<4 

! ^3 ^ <=3 1 ' ! “3 ^3 i 


/ 


Finalmente permutando le linee nei due primi determinanti si del 
numeratore che del denominatore, e ponendo dj ossia mc^ invece 
del trinomio pdj-t-^dj-t-rdj , si avrà: 


(4^) 1 

\ K ^ ‘•’i 


A-, A, 

1 

^2 *2 

rd^— dj, 

A, ò c, ' in — in c, 
2 2, • 


*3 ^ 


, >>■., S 1 

^ ■' , 

j 

1 

1«- 

1 

a. 6, c, 

i 

! «2 ^2 ‘'S 

i /)d|-t-9d^-t-rdj— d. 

; iin—m c^ 


' S *3 S 

1 

I 

1 “3 ^3 ^3 i 


onde rimane dimostrato, che il valore generale (30) dì x si riduce 
col togliere il fattore m — m alla forma determinala (38). 

Il lettore, che avrà inteso bene la risoluzione di quattro equazioni 
e la discussione dei valori delle quattro incognite, non incontrerà 
difficoltà nell'estenderne i risultati ai casi, in cui si abbia maggior 
numero di equazioni di 1° grado. 
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Siano proposte le equazioni ; 

(44) o^x c,s -I- rfjU = x’^ 

a^x bji -4- c^r -4- d^u = j’ ^ 
' OjX -+- -(- Cji -I- = i _ 

o^x -4- 6^y + CjS -4- dM = u ; 


i cui secondi membri sono incogniti e determinati dalle equazioni ; 


(45) 

-4- ec.jZ* — f- u/U = 
/8jX' -4- 4- /Sjj' -4- ,3jU' = li , 

y^x' -4- y^y' -+- y^i' -4- y^u' — C , 



‘ 1^' ® ...V' + +- , 


per trovare i valori di x, y, s, u, si può procedere in due modi 
dìCFerenti, che debbono però condurre agli stessi risultali. Possiamo 
porre nelle (45) per x', y', s', u' i primi membri delle (45), e 
poi risolvere rispetto a x, y, s, u le equazioni così ollenule, 
che sono: 

(46) 

(2a«)x -t- (s6«)j/ -4- (2c»)s -l- (zrf«)u — A . 
(xae)x -1- (x6/s)»/ -4- (rciS)s -+■ (xd^)u = B , 
(xay)x -4- {^by)y - 4 - (Xc;.)* -4- (Xdy)« = C , 
(xa^')x {^bì)y -h {Xcì')x ■+■ (xdJ')u = D. 



Oppure possiamo ricavare dalle (45) i valori di x’, y', u', e 

sostituirli nelle equazioni (44), che prenderanno la forma seguente : 


i 

) 

t 

1 


i 
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(I|X b^y -t-c ,t -t- d,u = 


«2* -t- V ■+- '^2*' = 


B P, 

C /a Vj Vj 

^3 ^ 

n 

; “i “a *4 

: S, B ^3 

y, C y, y^ 

! U ^3 <^4 


a,x -t- b.^y -4- c_,j -t- = 


0^1 -+- b^y -4- Cji + d^u = 


«, Kj A «j 
( 8 j B /S, 
yi yj C yj 

^5 D 

n 

“l “i *3 
^1 ^8 ^3 ^ 

yj -y* i's B 
^3 ^ ^3 D 


rappresentando il comun denominatore di x', y', t', u' con : 


I ^3 ^4 

n = ; 

j 5'* J's y* 

j "^3 ^4 

Ora dalle (46) si deduce per x un valore frazionario, il cui de- 
nominatore è 

(48) 

I Tau , zbac. Zc«, 

Zo^, 26,3. 2c/3, Zd/3 I 
n = ; 

^(ty , T^hy , Xcy, Xdy \ 

sbi', Sci', sdi' i 
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menine dalle (47) si ricava per x un valore frazionario, il cui de- 
nominatore è il prodollo di n per il solilo delerminanlc di 4° or- 
dine F, ossia : 


(49) 


“1 




“1 





^2 


3 1 

1 

*2 

^2 

^2 

^2 



*^3 

*3 

^3 

’'3 

^3 

: 




“4 



^4 


I due valori di x cosi oilenuti dovendo essere identici, i loro deno- 
minatori non possono differire che per un fattore, il cui valore non 
può però essere diverso dall unilà, contenendo laiilo II che rn lo 
stesso monomio Oj òj'cj «, Vj Rimane adunque dimo- 
stralo che: 


r n •= R, 


ossia che il prodollo di due determinanti è anch’esso un determinante. 

Questa proposizione è anche vera, quando i determinanti da mol- 
tiplicarsi sono di diverso ordine, giacché è facile di porre un de- 
terminante dato sotto forma di determinanti di ordine superiore, 
cosi . per esempio , si ha ; 


(50) 


a, c, 

«2 *2 ^2 
'*3 ^ S 


MODO 
0 a, t-, c, 

t 0 “i ^ 

! 0 “3 ''s S 


' 1 0 0 0 0 I 

0 1 0 0 0 I 

_ i 0 0 Cj j 

0 0 a„ Cj I 

' 0 0 «3 63 Cj I 


Se gli elementi del delerminanlc P sono rispettivamente uguali a 
quelli del determinante n , si trova : 


(51) 


r>* = : 


1 0, 6, c, d, : 

sa*, Sa6, xac, Xad 

) “2 ^2 ^2 i 

Xah, Xb^, Xbc, Xhd 

' “3 ^ ''3 i “ 

snc, xbc, Se*, xcd 

' “4 K '^4 1 

j Xad, xbd, -zed, sd* 


onde rimane dimostralo, che nel quadralo di un determinante gli 
elementi coniugali sono uguali fra di loro. 
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CAPO QUARTO 


Altre' applicazioni analitiche dei determinanti. - 
Eliminazione di n — 1 incognite fra n equazioni di 1“ grado. - 
Metodo di eliminazione di Syloestcr. - Discriminante. 


Riprendiamo le equazioni (27), e supponiamo nulli i secondi 
membri, in virili delle formoli (30) non si potrà soddisfare alle 
equazioni proposte con valori finiti delle incognite x, y, s, u, a 
meno che una delle quattro equazioni sia conseguenza di una o 
più altre, nel iiual caso si ha: 


(52) 


I “i \ ^i <^i ! 

I "s ^ \ 

, «3 h <^3 

“i \ 


= 0 . 


Dividendo allora i primi membri per u, le quattro equazioni si potranno 

«3/1/ 

riguardare come contenenti le tre sole incognite — = x', = 

— = e saranno soddisfalle da un'infinità di valori di x, y, s. «, 
u 

ai quali corrisponderà però un solo sistema di valori finiti di x', y*. 
ogniqualvolta siano distinte tre delle equazioni date trasformate nelle 
seguenti : 

r 

(53) a|X'-+- Cji' -t- = 0 , 

èjV’-l- c^z' -+- = 0, 

L’equazione (52) esprimerà adunque la condizione di sussistenza di 
quattro equazioni di 1° grado contenenti tre incognite; ed in ge- 
nerale, eguagliando a zero il determinante formalo con li n* coef- 
ficienti delle n — 1 incognite ( compresi i termini indipendenti ) 
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contenute in n equazioni di 1® grado, si avrà la condizione, che 
esprime la possibilità di soddisfare a quelle n equazioni, sebbene 
contengano un’incognita di meno. 

Se poi i coelBcienli Oj, 6j, 6^ fossero funzioni di una 

incognita t o anche di più quantità incognite o variabili, l’equa- 
zione sovraindicata non sarebbe altro che il risultato deU’elimina-, 
zione delle n — 1 incognite x, y, i fra le n date equazioni. 

Siamo ora in grado di effettuare relimìnazione di un’incognita fra 
due equazioni di grado superiore seguendo il metodo proposto da 
Sylvester, che indicheremo sommariamente, e che'applicheremo in 
seguito a due equazioni, l’una di 3“ grado e Tallra di 4° grado, 
contenenti le due incognite x e y. 

Questo metodo consiste nel moltiplicare n — 1 volle di seguito 
per y la i* equazione di grado ra e,m — 1 volle per y la 2* equazione 
di grado n; si avranno così m-t-»» equazioni contenenti m-hn — 1 
potenze di y, le quali considerate come allrellanle incognite ed 
eliminale fra le ra-i-n equazioni nel modo sovraindicalo, rimarrà 
una sola equazione contenente l’incognita x. 

Siano proposte le due equazioni : 

(54) / y’ -4- py* -4- yy r = 0, 

y' -f p'ì/’-4-y'!/^-(-r'y-4-s' = 0, 

nelle quali si suppone, che p e p' contengono x all” grado, q e q' 
al 2®, r e r' al 3®, e »' al 4®. Moltiplicando la 1* equazione tre 
volle di seguilo per y, e la 2* due volle, avremo in lutto 7 equa- 
zioni, che noi scriveremo così: 

(55) t.y'’ -t-p;/® -4- y/ -4-ry’ -4- 0.y*-4- O.y-4- 0 =: 0, 

0.y‘ -4- \ .y'^-hpy* ■+- qy! ■+■ ry* 4- O.y -4- 0 = 0 , 

O.y'^ -4- l.y* 4- py^-t- yy*-4- ry -4- 0 = 0, 

0. y'’ -t- O.y^-hO.t/ 1 py* -f- yy r = 0 , 

1. y*-4-p'y^+yV-l-ry-4-s'y’ -f- O.y-t- 0 = 0, 

O.y-I- t.y*-4-p’y'-f-yy-4-r'y* -4- s'y 0 = 0, 

O.y* -t- 0.y‘-t- 1 .y'-t-py -4-y'y’ -4- r'y -(-»'= 0 ; 

U quali equazioni sussistendo tulle per. i valori di x e di y, che 
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soddisfano alle (54), dovrà esistere fra i loro coefficienti una re- 
lazione analoga alla (52), sarà cioè; 

(56) ; I p 7 !• 0 0 0 I 

!0 I p 7 r 0 0 

1 0 0 1 /) 7 r 0 : 

I 0 0 0 I p 7 r 1 = 0 

II p' 7 ' r' s' 0 0 I 

lo t p' 7' »' 0 I 

: 0 0 1 p' 7' r' s ' 

l’equazione contenente la sola incognita x, che dev'essere soddis- 
fatta dai valori di x, che combinati con valori convenienti di y 
soddisfano alle equazioni (54), il che significa appunto che essa è 
l’equazione risultante dall’eliminazione di y fra le due equazioni 
proposte. 

È poi facile di riconoscere, che l’equazione (56) è di grado 
3.4=12; infatti partendo dal prodotto degli elementi principali *'* 
(ossia dalla diagonale 1 —»') per formare gli altri prodotti, se in una 
linea si prende un fattore più inoltrato vèrso destra di 1, 2, 3, 4 
ranghi, si dovrà secondo la legge di formazione dei determinanti 
prendere in un’altra linea un altro fattore, che preceda l'elemento 
principale di 1, 2, 3, 4 ranghi; cosicché il grado di un fattore 
crescendo di 1, 2, 3, 4 unità, diminuirà d’altrettanto il grado del- 
l'altro; dunque i prodotti saranno tutti dello stesso grado di s’’, ossia 
di grado 3.4 rispetto ad x. Ed in generale si dimostra in simil 
modo, che l’equazione risultante daH'eliminazione di un'incognita 
fra due equazioni, i cui gradi sono m e n, è del grado mn. 

Discrimìnante.-Sì attribuisce questa denominazione al 1 ° membro 
dell’equazione, che risulta dall’eliminazione di x e t/ fra le due equa- 
zioni ottenute coll’uguagliare a zero le due derivate parziali prese 
separatamente rispetto ad x e j/ dì un polinomio omogeneo in x e y. 
Abbiasi, per esempio, il polinomio di 3° grado: 

(57) U=x^-t-px*y-t- 7 xy’-t-ry*, 

le equazioni sovraindìcate saranno : 

(58) Uj = 3x*-j-2pxy-t- 7 J/* =0, 

=px*-t-2gxy-f-3ry*=0, 
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Dividendole per si avranno due equazioni conlencnti la sola 
incognita — , per eliminare la quale col metodo di Sylvesler si 

moltiplicheranno ambedue per — , e si avranno così le quattro 

X 

equazioni : 


(59) 


4 ^- 0 . 4 = 0 . 

X X* 


0+3. V 

X 

p +-29 . 4 


1 4=*'- 


V=0, 


o-t- p. +29. 4 = ® : 

,X X* x’ 


fra le quali eliminando 


(CO) 


u = 


-V ^ 

X^ 




si trova l’equazione : 


.3 

0 

P 

0 


9 0 

2/' 9 


ip 

3 

39 3r , ^ 
P 29 3r 


i=0, 


il cui primo membro D è appunto il discriminante del polinomio U. 
Consideriamo ora l'equazione ; 

(61) xM-p.i;*+9x + r = 0, 


il cui primo membro differisce soltanto da U per aver fatto y=l. 
io dico che il discriminante D è uguale ad un certo multiplo del- 
l'ultimo termine V del primo membro dell’equazione ai quadrati delle 
differenze, ossia che l’equazione (60) esprime, che la (61) ha due 
radici uguali. Infatti dicendo a, b, c le tre radici di questa si avrà: 

(62) V= — (n — ò)^(n — — c)* 


e siccome col porre V=0-si viene ad esprimere, che l’equazione (61) 
ha due radici uguali, siffatta condizione deve perfettamente accor- 
darsi con quella esprimente la coesistenza dcU’equazione (61) col- 
l’equazione ottenuta uguagliando a zero la 1* derivata del suo primo 
membro, ossia colla 1* equazione (58). in cui si ponga y=\. Ora 
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moltiplicando le due equazioni (58) per a; e v, e sommando, si trova: 
(63) 3U = xr-t-j/r; ' («) 

ponendo in questa j/ = l, e invece di x una qualunque delle radici 
a, b, c si avrà U = 0, li( = 0 e quindi l'y = 0; onde consegue, 
che la condizione V=0 equivale alia I) = 0, che esprime la coesi- 
stenza delle due equazioni (58). Dunque il prodotto V sarà uguale 
al discriminante D o nc differirà soltanto per un faltor numerico, 
il cui valore si può trovare considerando il caso particolare del- 
Tequazionc binoinia r=0. Siccome per questa si trova facil- 
mente V=27r% D=8t^•^ si conchiude che V è uguale per l'equa- 
zione completa di 3“ grado a e se essa fosse ridotta a mancare 

ó 

del secondo termine, si avrebbe: 

; 3 0 9 : 

D = 3,2j 3r 0. =8\r^-h\lq^, quindi \ — 
j 0 3r j 

Si potrebbe però fare al ragionamento precedente la seguente 
obbiezione : 

Non potrebbe la condizione D=0 accordarsi colla V=0 in quanto 
aU'esprimere Teguaglianza di due radici col supporre D della forma - 
P(a — 6)(a — c)(6 — c), essendo P un polinomio qualunque? Ma io 
osservo, che: 1", D essendo di 6“ grado rispetto alle radici a, b, c, 
il fattore P deve essere di 3® grado; 2°, D essendo funzione simme- 
trica delle radici a, b, c, ed ammettendo i fattori a — b, a — c, b—c,- 
deve pure ammettere i fattori b — a, c — a. c — b, onde conchiudo 
che P dev’essere uguale al prodotto di questi binoniii moltiplicato 
per un fattore numerico, ossia che D differisce da V soltanto per 
un fattore numerico. 

Questa proposizione, che si può estendere senza diflicoltà ad una 
equazione di qualunque grado, ci porge il mezzo di calcolare spe- 
ditamente il valore dcirultimo termine V’ dell’equazione ai quadrati 
delle differenze, che è appunto il più lungo a calcolarsi col metodo 
ordinario delle funzioni simmetriche, e che per altra parte è il più 
importante a conóscere, polendosi per mezzo di esso trovare un 
numero inferiore alla più piccola differenza delle radici reali, come 
si può vedere nel Gap. XXI dell’d/yc&ca di Lefehure de Fourey. 

(a) f.’ei|iiazioiie (6à) esprime ima praprielà Uel polinomio U conosciula sencraimcnie 
•olio il nome di Teore ma delle funzioni omoytnee, die si troverà dimostrala nella nota il. 

3 
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CAPO QUINTO 


Applicadoni geometriche dei determinanti. 

U Esprimere con un delerminanle l'area di un Irrangolo ed il 
volume di un lelraedro per mezzo delle coordinale dei vertici. 
Siano aCj e le coordinale del 1” vertice, e quelle del 2®, 
e j/j quelle del 3°, è facile di riconoscere, che l’area A del triangolo 
1 1 

è la differenza fra la somma 

delle aree di due trapezi! e quella di un terzo trapezio espressa 
da a'j). Avremo adunque; 

(64; Xj — X,) 

1 X, y, 

=Xjy3— X3yj+x.,y,-x,y.3+x,y^-xjy,= t Vi . 

* ®3 J/3 

In simil modo si trova l’espressione del volume V del tetraedro: 

1 y, z, 

^ Vi *i 

I X, ^3 23 ■ 

< Vi =4 

E se facciasi coincidere un vertice coll’origine delle coordinate, si ha: 

Vi \ 

Vi =4 • 

^3 1^3 "i 

Eguagliando a zero queste quantità A e V si esprime, che tre 
punti sono in linea retta, ovvero che quattro punti si trovano nello 
stesso piano. 
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2* Trovare il volume di un tetraedro, essendo dati tre spigoli 
a, b, c concorrenti in un vertice 0, e gli angoli piani (ab), (ac), (bc) 
compresi fra gli stessi spigoli. 

Prendiamo il vertice 0 per /origine delle coordinate, dicendo: 
«j, «j, ;3,, 183; y^, yj gli angoli, che fanno coi tre 

assi ortogonali i tre spigoli concorrenti in 0, le coordinale degli 
altri vertici del tetraedro saranno espresse da: 


Xj= a cos «j 


J'i 


= a cos X. 


*j= a cos «j ; 


x^= b cos /9, , j/j= b cos /Sj, »j= 6 cos ; 

^3= C cos yj , 2/3= c cos y^, *3= C COS y^ . 

Quindi sostituendo nella formolo (66) si ha: 

(67) 


V = 


|acos<»j 6cos;8j ccosyj' Icos«j cos/3, cosy, 

I I 

■ OCOS «3 0C0S(8j rC0Sy3|= — j(OS«j C0S;3, COSy^ 
acos«3 t*C0S/3j CCOSyj 


iros«3 cos ^3 cosyj 


Elevando al quadralo quest' ultimo determinante, si avrà un nuovo 
determinante, i cui elementi di forma analoga a quelli del deter- 
minante (51) saranno i primi membri delle note equazioni: 

(69) cos*«, -f- cos^«j -t- co>^Xj = 1 , 

COS^/3, -+- C0S*/3j + = I , 

» 

cosV, -t- cos^yj -t- co^^yj = 1 ; 
cos «J cos .flj-l-COS tfj cos /Sj-+-C0S «3 cos j 83 = cos (o6) , 
cosajcosy,-t-cos«jcosyj-t-cosa3cosy3=cos (oc) , 
'‘0S/3,C0Sy, -|-COS^jCOSyj,-4-COS^3COSy3 = COS (bc). 

Avremo adunque : < 

(69) 


C0S«J COSjSj cosyj 

2 

1 cos(a6)cos(ac) 

C0S«J C0S/3j cosyj 


cos(a6) 1 cos(fcc) 

cos «3 COS/33 C0Sy3 


cos(ac)cos(àc) 1 


= I — cos^(a6) — cos^^^ ac) — cos*(6c)-t-2 cos(aò). cos(ac). cos(6c). 
e hiidlmente sostituendo nella formala (67) si Iroverà; 

(70)*\ = — — -coh*^a6’-cos*(nc)-ctis’^bc)+2co«(a6).cos(ac).cos(àc). 
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3* Trovare l’equazione della circonferenza di circolo, che passa 
per tre punli^ di cui son date le coordinale. 

Sosliluendo le coordinale dei Ire punii nella solila equazione del 
circolo, si avranno le equazioni seguenli : 


(71) 4- y- f- Ax -4- By -4- C = 0, 

Xj -4- yj -+- AXj -f- Bj/j -4- C = 0 , 
+ yì +' -f- C = 0 , 


fra le quali eliminando A, B, C (nel modo sovraindicalo per olle- 
nere l’equazione (! 

(72) 


1 , si avrà la 

segi 

uenle equazione 

x2-4-t/^ 

X 

y 

1 1 


X, 

i/i 

1 i 

1 r"’ 

1 

4^^ vi 

Xj 

yi 


X., 

y-z 

1 


che è appunlo Tequazione domandala; sviluppandola si polrà mel- 
lere sollo la slessa forma della 1* equazione (71) onde porre in 
evidenza i valori di A, B e C 


(73) 


y, 1 1 

^5 + ^5 y-3 ‘ i 


xJ-f-2/2 Xj 1 

4 -^yì ^ : 

x|-4-.v| X, 1 , 


^1 -I- y\ .V, 
4-^yì 2/s 

^ì-^yì ^3 yz 



Vi 1 



^1 yi 1 

. 

y ^ 1 



^2 y ^ ^ 


^3 y 3 * 

! *3 2/3 '* 


^3 2/3 ^ 


= 0 , 


Rimane poi anche manifcslo, che le coordinale — -y e 


del 


cenlro prendono valori infinili quando i Ire punii sono in linea rella. 

In simile modo si Iroverebbe l’equazione della sfera, essendo dale 
le coordinale di quallro punii di essa. 

4* Trovare l’equazione di un piano, ebe passa per Ire punii, di 
cui son dale le coordinale. 

L’equazione del piano essendo di 1° grado rispello alle coordinale, 
si formi un delerminanle, che abbia per clemenli di una linea o 
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colonna le coordinale correnti, e per elementi delle altre linee o 
colonne |c coordinale date; aggiungendo ancora una colonna o linea 
di unilà, questo dèlerrainanle uguaglialo a zero ci somministrerà 
l’equazione domandala : 

(74) I a; y 3 1 

iCj J/j 3j 1 

, =0 
Vi h ’ 

V i h ' 

Infatti, se si uguagliano le coordinale correnti a quelle di uno qua- 
lunque dei punti dati, due linee diventano uguali, e l’equazione (74) 
è soddisfalla. Se uno dei punti dati si confonde coH'origine, l’equa- 
zione del piano si riduce alla seguente : 

(75) \ X y z \ 

Vi *j =0. 


Oppure si cangino nelle formule (65) e (66) le coordinale di un 
vertice del tetraedro nelle coordinale correnti x, y, z, e ponendo V=0 
si esprimerà, che questo vertice si trova nel piano degli altri Ire. 

• In virtù della proprietà 8* dei determinanti l’equazione (74) si 
può trasformare nella seguente : 

(76) X — Xj. y —y^. s — s, , 1 — 1 ; 

I M=0 

} ■*’i' Vi— Vi’ h—h- 1 — 1 ! ■ 


il cui 1® membro si Viduce al determinante minore, che rimane sop- 
primendo la 2* linea e la 4“ colonna, cosicché l’equazione (76) sì 
cangia nella : 

(77) I x — X, . y — y,, s — 

y^- yj, 1 = 0. 

‘'S- IfJ—lfì' ^3~ 


i 

®3— Vi— Vi’ 
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Quindi rappresentando coi solili simboli le differenze prime e se- 
conde delle coordinate dei punti dati, ossia ponendo: 

Xjj — X, = AX, . i Tj — JT^) _ _ X,) = A*X, , 

Vi-yi = Aj/, . (u.ì — Vi) — (V2 — Vi) = 

** — *1 = ^*1 • - h) - ih — ®i) = ^**1 

si otterrà finalmente l'equazione generale del piano sotto la forma: 

(78) j X — Xj AX, A*Xj 

1 y = 0. (a) ^ 

I * - *1 [■ 

&' Trovare l’equazione di una sezione conica, essendo date le coordi- 
nate di cinque punti, ovvero le coordinate lineari di cinque tangenti. 
Facendo uso delle solile notazioni avremo le seguenti equazioni : 

(79) Ay* Cx^ -t- Dy -t- E:r -+- F = 0, 

Ay\ -4- Bx^y^ -t- Cxj -+- Dy, -i- Ex^ -t- F = 0 , 

Ay\'-\- Bx^,^ -I- Cx\ -+- Dy^ -h -f- F = 0 , 

Ay| + Bxjy., Ca?* -4- Dyg -t- Ea;^ 4- F = 0 . 

Ay| -4- Ba?,y, -4- Carf -4- Dy^ -4- Ea?^ - 4 - F = 0 , 

Ay| -4- Bxgy^ -+- Ca;^ -4- Dyj -4- Ea^j -4- F = 0. 

Quindi eliminando nel solilo modo i coefficienti A, B, C, D, E, F, 
si otterrà l’equazione della curva : 

(80) y"^ X y x^ y X \ 

fi ^iVi Vi ^ 

y\ ^ìHì, Hi ^2 ^ ! 

y\ ^3^3 ^3 y* ^3 ^ 

y\ y^ ' 

y\ ^^3 4 y* ^5 ’ • 

(o) Supponeodo poi i Ire punii inrinilamente vicini e situati sopra una curva sghemba, 
li avrà l’equazione del piano osciilalore: 

X - X, rfx, (/^X, 

y-Vi =0. 

z— Zj dZj d*Zj 
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Sarebbe quindi facile di stabilire le condizioni che vincolano fra di 
loro le coordinale di cinque punii, quando per ei^si si può far passare 
una parabola od una circonferenza di circolo. Ponendo finalmenle 
invece di a: e y le coordinale puntali ovvero lineari as,. e di un 
sesto punto o di una sesta tangente, l’equazione (80) esprimerà la 
condizione d’esistenza di una sezione conica, che passa per i sei 
punii dati, ovvero che tocca le sei rette date. 

, 6' Esprimere la condizione di tangenza di una curva algebrica, 

di cui è data l’equazione F (x, y) = 0 in coordinale rettilinee, con 
una retta rappresentala dall’equazione y = aj-+-6. 

Eliminando y fra le due equazioni si ottiene la seguente : 

F (x, ax + b) = Q , 

che deve ammettere due radici uguali. Questa condizione si espri- 
merà coll’uguagliare a zero il discriminante del suo primo membro, 

che si renderà preliminarmente omogeneo col cangiare x, in 

Se l’equazione della curva fosse data in coordinale lineari, la 
stessa operazione servirà ad esprimere, che la curva passa per un 
punto di cui è data l’equazione. 
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CAPO SESTO 

r 

Trasformazioni algebriche. — Metodo di Tsckirnaus per far svanirt 
qualsivoglia numero di termini in una data equazione. — Metodo 
generale per far svanire i radicali in una data equazione. — Rida- 

n — “ 

zione della quantità irTazionale alla forma 


Quando nel primo membro dell’equazione generale : 

/ 

(81) •• -+-A„_jT-4-A|||=0 

si cangia x in y-¥-*, si trova un’equazione in y della forma: 

(82) i/“H-(m*H-A,ìy”-’-H...-t-^^^Fn(«)y"+...-4-Yf>).!/^H-FV)-y-^P(«) = 0^ 

onde volendo render nullo il coefficiente di una potenza qualunque 
di y, per es., di y", basterà prendere per «t uno dei m — n valori, 
che soddisfano all’equazione F“(«)=0. Ma se si vuole render nulli 
più coeffìcienli bisogna ricorrere ad una trasformazione più generale. 
Seguendo le traccio di TschirnaUs, poniamo : 

(83) y =3 -t-a^^.x'', 

cerchiamo di esprimere i coclllcicnii dell’equazione in y per mezzo 

di Oj, a^, Oj Oj,, e determiniamo queste quantità in modo, che 

svaniscano n coetficienti nella stessa equazione. Perciò eleviamo suc- 
cessivamente alla 2», 3“ m“ potenza i due membri dell’equa- 

zione (83), ed eliminiamo le potenze di x superiori a x™-* per 
mezzo dell’equazione (81) e di quelle che se ne deducono moltipli- 
candole. per X, x^.... ; otterremo così per le potenze di y espres- 
sioni delia forma : 


(8i) 

lf r= b^-i- b^x h,,x- -i- ■ 

• ''mi*'""’ 


y^ = c, -t- c, X -t- X- -t- . 



y'»*l= -i- h^x -t- b^xi -(- .. 

.. -4- /» , x"""’ 

ra— 1 


y“ —k^-^k^x-\rkjo~-\r... 

.. -+■ li . : 

m— 1 
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nelle quali b^, b^, b^ designano polinomii omogenei di 

2“ grado rispello alle lellere o^, Uj, .... 0 ^^; c^, Cj, 

designano polinomii omogenei di 3'' grado, ecc. 

Andiamo ora ad esprimere i coefficienti dell’equazione in y della 
forma ; 

(85) y->-h -i- + B„_, »/ + B„ = 0 ; 

dicendo Sj, Sj le somme delle potenze simili delle radici 

dell’equazione (81), e Tj, Tj . ... le somme analoghe per l’equa- 
zione (85), si dedurranno agevolmente dalle equazioni (83) e (84) 
le seguenti : 


(86) T, = ma^ Oj Sj -t- a;^ -4- . . -4- ^ 

Tj = mb^ b^S^■+ + -+• .... -4- 6^_, 

Tj = mc„-4- CjS, -4- Cj Sj -4- .... -4- S^ -4- 


S 

S 


m-1 1 
m — 1 1 


. *1 ^1 *2 ^1) - ■^*m-I^ra-l> 

'*'0 = "t*# H- S, -1 - Sj - 4- . -t- *„S|, + ■ + I , 

Per mezzo delle note relazioni, che esistono fra le somme Tj, Tj... 
ed i coefficienti Bj, Bj ... si potranno esprimere questi in funzione 
di Tj, Tj... ossia di Sj, S^. . e di a^, a*j. b^, by ..; quindi si ugua- 
glieranno a zero quelli che si vogliono far svanire. E se i coefiB- 
cienli da annullare sono appunto i primi n, basterà uguagliare a 
zero immediatamente T, , Tj...T^; quindi essendo Tj=0 di 1“ grado 
rispetto ad a^, a,, a,^ ..a^, Tj=0 di 2’ grado, ecc., si riconosce 

“1 “2 

che l’equazione finale risultante dall’ eliminazione di — , — 

n a 

“0 

sarà di grado 2, 3. .. .n; essa determinerà — 0 semplicemente 

n 

se si ponga 0^1 = 1 per non avere un’incognita superflua. Supposta 
poi risoluta l’equazione (85), per avere il valore di x corrispondente 
a ciacun valore di y, si elimineranno le potenze fra 

le equazioni (83) e (84), tralasciando Tullima. 

Considerando il caso particolare , in cui l’equazione proposta è 
soltanto di 3“ grado e ridotta alla forma: 

(87) x^-i-px-hq = 0, 
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ci proporremo di far svanire nell’equazione in y i coeEBcienli di 
yi 6 A\ y per ridurla alla forma binomìa, onde poterla risolvere 
coi melodi elementari. Perciò poniamo ; 

(88) y =. a U.X 

y^=. a* t- 2 o«,e -f- («* -t- '2a)x* 2ux^ -+- x* 

'=a^ h laax -t- («* -t- 2o),r* — 2«(px -t- ?) — px* — qx 
x=L a}— 2qu -4- (2rtx — 2p« — q)x -+- («* 2o — p'x’, 
y^xx — q*^ — Qqa» -+- ‘òpq» -4- q^ 

(3a*« — p^^ — 6pa« — Sqa} — 3<jta -4- 3p« '2pq)x 
-4- (3o«* 4- 3a^ — 3p<* — 3pa — ‘òqa -+- p*)x*. 

Quindi osservando, che nel nostro caso si ha; 

S, = 0, S, = -2p; T, = 0, T, = 0. T3 = -3Bj; 

le equazioni (86) diverranno : 

(89) 3a— 2p=0 , 

3o* — 2p«* — 4pa — 6^ *4-2p*=0 , 

3a*-3g«^-6pa«*-6pa*+6p*it*-1 890«+6p*a+l 5p^«+3^*_2p3=_3B^ . 
e l’equazione (83) si riduce alla forma binomi^ ; 

(90) P' 4-83 = 0. 

Dalle due prime equazioni (85) si ricava la seguente espressione di x: 

On (.y-a)-y^4-a»-2g* 

' ' («* 4- 2a — p) « — 2a« 4- 2p« 4- q ’ 

in cui ponendo invece di a e « i valori ricavali dalle due prime 
equazioni (89), e invece di y successivamente i tre valori algebrici 
3 

di y — 83, si avranno le tre radici dell’equazione (87). . 

Abbiasi un’equazione della forma; 

(92) X = ^^T4-^^4-^^lJ4- 

ove X, Y, Z, U .... rappresentano funzioni razionali di una 0 più 
incognite x, y, z oppure abbiasi l'equazione; 

(93) X — (/ A 4“ 8 4- y' C 4“ ,• 
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ove A, B, C.... designano quanlilà razionali numeriche o letterali, gli 
stessi arlifizii, che servono a far svanire i radicali nell’equazione (92) 
serviranno pure a trasformare l’equazione (93) in un’altra, i cui 
coefiBcienli saranno razionali, e che ammetterà per radice l’espres- 
sione irrazionale surriferita. 

Quando i radicali dell’equazione (92) sono tre soli e lutti qua- 
drali (od anche quattro, se X è zero), con semplici trasposizioni 
e coll’elevare i due membri al quadrato si riesce facilmente ad eli- 
minarli. In simil modo si può giungere ad un'equazione priva di 
radicali, quando i radicali dell’equazione (92) sono due soli, amen- 
due cubici, oppure uno qualunque e l’allro quadralo o cubico. 

Limitandoci a considerare quest'ultimo caso, sia: 

(94) X = |/^Y 

l’equazione proposta, portiamo il radicale cubico nel 1® membro, 
eleviamo i due membri alla potenza, ed avremo; 


Z==Xs— 

« I *2 . 3 

X, _?:?-! )- (9-5)ya-6Y»_ 

2.3 27776 


il qual risultalo si può mettere sotto la forma ; 

3 3 

(96) Z — T = Ul/Y-+-Vl/'Y*; 
elevando quindi i due membri al cubo , si avrà : 

3 - 3 _ * 

(97) (Z - T)3 = U’Y -4- V^Y» -1- 3UVY {M\/\ -f- Y*), 

(Z — T)5 = U5 Y -4- V3 Y* -+- 3UVY (Z — T). 

Mettendo neH’ultima invece di T la parte razionale del 2° membro 
dell’equazione (95), e invece di U e*V i polinomii moltiplicali 

3 3 _ 

per yX e yX* nella stessa equazione, si avrà l'equazione cer- 
cala senza radicali. 
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Nel caso generale dell’equazione (92) siano ¥j, Yj.... Y^ i p va- 
lori di |/Y; Z, , Zj, .... Z^ i q valori di iVz; Uj, r va- 
lori di s’immaginino scrini \pqr.... valori corrispondcnlii 

di X, che rappresenteremo con Xj, Xj, Xj .... Xp^^, e si formi 

l’equazione di grado pqr che abbia per radici questi valori 

di X; i coefficienti delle diverse potenze di X in questa equazione 
saranno evidentemente funzioni simmetriche delle radici delle equa- 
zioni binomie ; 

(98) /SP— Y=0, yi— Z = 0, 11 = 0 

e saranno perciò espressi razionalmente per mezzo di Y, Z, U... ; 
cosicché si avrà appunto l’equazione cercala fra X, Y, Z, U .... 
liberala dai radicali. 

Andiamo ora ad eseguire le operazioni sovraindicate sull’equazione 
particolare : 

(99) ’X = l>Y-»-t>Z. 

il procedimento, che seguiremo in questo caso particolare si potrà 
facilmente applicare a qualunque altro caso. 

I valori di X saranno i 1 5 seguenti : 

(100) X, = Y,4-Z,. X, = Yj- 4-Z,, X» = Y3-hZ,. 

X, = Y, + Z,, X, = Y,-+Z,. X, = Y3-^Z,, 

X, = ¥,-+- Z3, X„ = Y,-f-Z„. X, = Y3 + Z3, 

wC wi 

x,.= v, + z,. X„=y,+ Z,. X„=Y, + Z,; 

e le equazioni binomie aventi per radici, l'una Yj, Yj, Yj, l’allra 
Zj, Zj, Zj, Zj, saranno: 

(101) /S3_Y = 0 , y5_Z = 0. 

Designando con Q,. Qj , Qj . O15 le somme delle potenze simili 
delle radici della T, con R, , Rj, Rj .... Rjj le somme analoghe 
per la 2’, per mezzo delle note relazioni si troveranno nulle queste 
somme ad eccezione delle ; 

(102) Q,=3Y, 06:=3Y^ Q,,=3Yi. Q„=3Y’; 

RjZzoZ, Rjp=oZ*, Rjj:=‘óZ®. 
l 
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Esprimendo poi con Sj, S^, Sj.... Sj„ le somme delle potenze si- 
mili dei valori di X, si troveranno facilmente (elevando i due membri 
delle equazioni (ICO) alle potenze 2, 3, i... to, e sommando prima 
per colonne e poi per linee) le formole seguenti ; 

(103) S, =dQ, -t-3ltj = 0, 

= -t-3R, 4-2(>,H,= 0, 

S 3 = oCX, -4-311, -4-3, Q,U, +0,11,1 = loY . 

^4 =^(^4 -t-3Bj +4jQ,ll,+(ji,l5,)+6(>,K, = O, 

S, = 5Q, +31L +a,Q,l\, + Q,U,'.+ lO = 13Z, 

^7 ~ -4 "l"35(Qjll,+QjRj) — 0, 

Sg = SiQg +3Bg + • • • ^-3fi^U3R5-+-Q5B3i^-70QiR4 = 840YZ. 
S 9 = oQj -4-3R, + . . . +1 26(QjR,+Q|jRj) = 1 o¥^, 

^^i..= 3Q,„4 3K„+ -4-2020, U,= i37A 

3Qjj+3Rjj- 4- . . . +4C2^0BR5^“05Rs) = 693tìY'Z, 

^ij= bOio-t-3Rj,+ +i)240,Rg= loY\ 

S, - oO„+3H„+ . . . +286Q3R,„+ . . . = 4290YZ^ 

S, 4 = 5Q,,+3R„+ . . . +2002OgR,+ . . . = 30030Y*Z, 

S„= 50„+3R,.-4- =t5Y5+t5Z^ 

In queste formole è da notarsi, che si annullano lutti i termini, 
in cui i due indici di Q e di R non sono multipli rispettivamente 
di 3 e di 5, e per conseguenza sono nulle le somme, i cui indici 
non sono della forma 4 - 0 / 1 . 

Ciò premesso, l'equazione in X senza radicali dovendo essere 
soddisfalla dai 15 valori (100), sarà della forma seguente: 

(104) X‘i-^- P,X*'-4-PjX’3-(-l>,X‘2-.-!>^X»-t-PjX*''-4-l>gX’-4-P,X“y 
-K!>gX’-^i>gX^-*.P,gX5-HP„X^-r-P,,X^-HP„X^.^P.,X-HP„ j " 
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Fra i coefficienli di questa e le somme S,. S,, Sj .... S,^ esisteranno 
le note relazioni, dalla f. 9* e 4* di esse si dedurrà immediata- 
mente P, = P, = Pi=0, e quindi le altre semplificale diverranno: 


(105) 


3P3 = 0. 
S,-t- .5P5 = 0, 


S,-f-P 3 S,-+- 6 P, = 0. 

7P, = 0. 


Sg+Ps 85+^83-1- 8P3 = 0 . 
S,-H-P 3 83 - 1 - 1 ^ 383 - 4 - 9P3 = 0 , 

Sjo+Ps 83-4-1 OP, 3=0, 
Su+PgSg -t-Ps^e-^Pg Ss- 1 -Pg 83-^1 1 P„= 0 . 
V^PA^-P« S 6 +P 9 83 - 4 - 12 P,,= 0 , 

S,3-+-Pa8,„-^P.,8g-HP3 Sj-f-P, 383-4-1. IP, 3= 0 . 
8,4-4-P3S„-^ I- 3 S 3 -t-P.S^-f-P^S^+P, S 3 -t-P„S 3 -hl 4P„= 0, 


S,a+-l’3S„-4-l>3S,3+P383-4-i;3S3-4-l‘, 383 - 4 - 1>„83+1 5P,3= 0 . 


Quindi ricavando successivamente i valori di P 3 , P,... Pjj, e sosti- 
tuendoli nell’equazione (104), si avrà finalmente l'equazione cercata: 

(1 06) X*5— 5¥.X»®— 3Z,X’0-i-1 0Y«.X’— 90YZ.X’— 1 0Y*.X'>-+-3Z*.X5| 

-1_35Y*Z.X'-»-dY‘.X 5-30YZIX*-1 5PZ.X_(Y5-hZ3) (-"• 

Questa equazione perfettamente si accorda coll’equazione (97) (so- 
stituendo per T, U, V, i rispettivi valori e ponendo ?=5) ottenuta 
in modo alquanto più breve , ma non cosi generale. 


La quantità irrazionale V' A-i-i^B si può ridurre alla forma *^C(D-t->^É), 
purché la quantità A* — B sia un quadrato perfetto. Noi ci propo- 

D _ 

niamo di ridurre alla forma analoga *^C(D-*-i^E) la quantità irra- 

n ^ 

zinnale K A-hV^B,- essendo A e B quantità razionali numeriche 0 
letterali date, C, D e E quantità pur razionali da determinare. 
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Perciò osserviamo, che elevando alla potenza n i due membri del- 
l’eguaglianza ; 

(107) = 

si troja un’equazione, nel 2® membro della quale cangiando il segno 
di tulli i termini irrazionali cangiano di segno, e per conse- 
guenza si dovrà pure cangiare il segno di onde avremo: 

(108) A -I- B = C (D + E)" , 

A — B = C (D — i^É)" ; 

e moltiplicando fra di loro queste due equazioni membro a membro, 
otterremo : 

(109) A* — B = C*(D* — E)”. 


Risulta adunque dimostralo, che è impossibile la trasformazione, di 
cui si tratta, quando la differenza A* — B non si possa decomporre 
in due fattori tali, che la radice quadrala dell’uno e la radice n*'™* 
dell allro siano quantità razionali. Supposta soddisfalla questa con- 


dizione, ed espressa con F la quantità 



si ricavi dall’e- 


quazione (1 09) il valore di E : 


( 110 ) 


E = D* 


n 


A ^— B 
C* 


D*-=F, 


si sostituisca nell’equazione risultante dall’aver sommato le (108): 


(111) A =C r D'-‘E«-t-... I; 

1^ £ z. 3. 4. J 

e si otterrà un’equazione di grado n rispetto all’incognila D, la 
quale deve ammettere una radice razionale, affinchè la trasforma- 
zione (107) sia possibile. 

Nel caso particolare di m= 3, supposta soddisfalla la 1* condi- 

3 _ 

zione, che 

4 


V 


A«— B 
C* 


— sia una quantità razionale F (il che si può sempre 
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ollenere facendo C = ^ K)ì }’ ammella 

una radice razionale l’equazione : 


( 112 ) 


D3-~D--^ = 0. 
4 4L 


Conchiuderemo col far osservare al lellore, che quesl'ullima equa- 
zione ha una sola radice reale, purché reale sia la quanlilà da 
Irasforraare, ossia purché B sia quanlilà posiliva; ‘infaUi la quan- 


lilà 


27 

B 


Jt. 

4 


essendo uguale nel nostro caso alla quanlilà posi- 


liva in virtù della noia regola due radici della (112) saranno 


64C» 
immaginarie. 
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COMPLEMENTI D’ALGEBRN E DI GEOITRLI ANALITICA 

PARTE SECONDA 

Teoria elenieutave delle serie 


CAPO PRIMO 

Convergenza e divergenza delle serie. 


Dicesi serie l’aggregalo di un’infinità di termini reali od immagi- 
narli, i quali hanno una comune legge di formazione. Rappresentando 
con Sjj la somma dei primi n termini, la serie si dice convergente, 
se S tende verso un limile determinalo S a misura che si fa ere- 

fi 

scere indefinitamente il numero n, e questo limile S si dice somma 
della serie. Se il modulo di cresce indefinitamente col crescere 
di n, la serie si dice divergente. Se poi il modulo o l argomerilo 
di S^ col supporre n infinitamente grande ammetta parecchi valori 
compresi fra due limili, la serie si dirà indeterminata. 

Sommando i termini di una progressione geometrica si trovano 
i più semplici esempli di serie convergenti, divergenti e indetermi- 
nate. Infatti, dicendo a il primo termine e 9 la ragione, si avrà: 

(1) S^=o+a7-+-a9--t-a7^-4- -t-a9”-‘ = a-j — 

Se 7 è quanlftlà reale e minore in valore assolut o de H’unità, oppure 
®e q è q uantità immaginaria della forma a+h\X — I , il cui modulo 
sia <1, è evidente che crescendo n indefinitamente il 
valore reale od immaginario di q° tende verso zero, e chp perciò 

il valore di S„ tende verso il limile -r^ ; onde si conchiude che 

0 X —n ’ 
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la serie sovraindicala è convergente. Se q ha un modulo maggiore 
di 1, il modulo di 7" cresce indcfinilamenle, quello di S„ anche, 
epperò la serie sarà divergente. Se poi si supponga q — — 1, il 
valore di Sn sarà per n pari ugqale a 0, e per n impari uguale 
ad 0, e la serie stessa si dirà indeterminata. 

Dalle surriferite definizioni risulta, che una serie immaginaria 
della forma 

è convergente, purché lo siano separatamente le due serie reali 

(3) «I - 1 - + O 3 + + 

— I- frj -4“ -t- b^ — t" 

imperciocché, dicendo A e B i limiti delle somme dei primi n termini 
di questa serie, la somma Sn dei primi m termini della serie (2) avrà 
per limite la quantità immaginaria A-f-Bf/ — 1 . E viceversa se una 
delle serie ( 3 ) é divergente 0 indeterminata, la quantità A-t-Bj / — 1 
non essendo più finita 0 determinala, la serie (2) non sarà più con- 
vergente. Conchiudiamo adunque, che la serie immaginaria ( 2 ) é 
convergente, quando sono convergenti le serie parziali ( 3 ). 

Ma sovente basta considerare la serie dei moduli per assicurarsi, 
che una serie immaginaria è convergente. Infatti pongasi la serie (2) 
sotto la forma : 


(4) M,(cos«j+v^-1sen«,)+Mj(cos<»j+|/^1sen«Ì2)...-i-Mjj(cos«^-H''-lsen«j-i-... 

=(M jCOS«,+M^cos«j-i-...+M^cos«|j+...]+i/-1(MjSen«j4-.M2sen<»j-t-...-+-M^sen«|j-*-..,), 

e facilmente si comprenderà, che se la somma 
( 5 ) sM = Mj+Mj-l- 

ha un valore finito, le somme sMcos* e sMsen« di valore asso- 
luto necessariamente minore avranno pure valori finiti. Non sì deve 
però invertire questa proposizione, perché essendo sM una somma 
di quantità positive, essa può avere un valore infinito, senza che 
siano infinite le somme algebriche s.Mcos* e sMsen* composte 
di termini, che generalmente saranno in parte positivi e in parte 
negativi. 
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Per riconoscere, se una serie reaie sia convergente, si fa uso 
di parecchie regole, fra le quali noi ci limiteremo a dimostrarne 
quattro, di cui tre sono applicabili alle serie composte di termini 
lutti positivi, e a forliori a quelle composte di termini positivi e ne- 
gativi; la 4* sarà soltanto applicabile alle serie, i cui termini hanno 
segni alternali. 

Regola l‘-Una serie è convergente, purché il rapporto del ter- 
mine n*'™" al suo precedente tenda verso un limile minore dell'unilà 
a misura che n cresce. 

Infatti se nella serie 


(6) u, -t-Uj-f- + 


il rapporto 


— tende verso un limile l minore dell'unità, a partire da 

‘n-l 


un termine sutBcientemente inoltrato i rapporti 


'tn+l 


m+S 


dovranno essere minori dell’unilà, ossia minori di una cerla quan- 
tità A minore essa stessa dell unilà, che sarà però maggiore di l, 
u 

quando il rapporto — - diminuirà col crescere di n fino a dive- 
nire uguale a ì. 

Avremo adunque ; 


ossia a forliori: . 


V <X« , 

n ' n— 1 1 

U <x"-™u • 

n ^ mi 


quindi sommando queste ineguaglianze si trova : 

(7) S„<U, -l- u,-4- -l-u^ + (X A* -f- x3 + -f-x-™ ) , 

,, 1 — X"-"' 

S„<«, -4- u,-l- -t-u XU ; , 

n i V m mi ' 

ossia finalmente : 

' 'XU 

(®) + V’ 

1 — A 

onde si scorge, che Sn non può crescere indefinitamente col cre- 
scere di « ; e siccome si trova facilmenle ; 


(9) 


su — S„< 


AU 

n 

1— A ' 
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si conchiude che la differenza fra S„ e la somma degli infiniti ter- 
mini della serie (ossia il resto) tende verso zero, ossia che S„ ha 
un limite determinato, e che perciò la serie è convergente, 
u 

Se il rapporto — ^ tende verso un limite maggiore dell’unità, op- 

“n-t 


u tt 

pure sé (il limite di essendo uguale aH'unità) il rapporto — — 

sia costantemente maggiore dell'unità, i termini essendo crescenti, la 

u 

serie è divergente. E quando il rapporto è minore deU’unità, 

**n— 1 

ma ha per limite l’unità, bisognerà ricorrere ad altre regole per 
giudicare, se la serie sia convergente o divergente. 

Cosi, per esempio, la serie 


(IO) t -t- 2 jp - t- 4®*-f- -4- 


u n 

è convergente per a: <4, essendo che il rapporto — — 

D— 1 

tende verso il limile x col crescere di n, è al contrario divergente 
per a:>l e per a: = 1. 

Nelle tre serie 


Iti 

v/3 /i 

«») '+4-+x+-f 


-+- 


1 


+ 




^ (n— 1)*~^ n* 


il rapporto — equivalendo rispettivamente alla radice quadrata 

“n— 1 

alla 4* e alla 2* potenza di ^4 — limite è uguale al- 
l’unità, onde rimane incerto se esse siano convergenti o diver- 
genti, ma la regola, che andiamo a dimostrare, ci metterà in grado 
di affermare, che le due prime sono divergenti, e che l’ultima è 
convergente. 
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Regola 2* - Se i lermini della serie (6) sono decrescenti, essa è 
convergente o divergente insieme alla 

(14) Uj-(-2Uj-f-4Uj-|-8Mg-f- I6 u,^-4- 

infatti sommando membro a membro le eguaglianze ed ineguaglianze: 


2ttj, 

4 Mj, 

“« ■+■“9 "'"“15*^ *“s' 

®“i«‘ 




«*=“*. 


U3-t-ttj>2Uj . 


-*-“8 >^«8- 

“9+“ll-^ +«ib>8«w 


si ottengono le due ineguaglianze seguenti : 

(15) Uj -t- Uj -t- Uj + Uj -+- Mjj-l- <[ ttj -4- 2Uj -t- 4uj -+- 8ug -t- 

u, -t-Uj-t-Uj-f-Wj-f-u.-H >-^^u,-+-2Uj-4-4tt4-t-8Ug-t- -...y 

dalle quali si deduce, che la somma degli infiniti termini della se- 
rie (8) è finita od infinita , secondochè è finita od infinita la somma 
di un’infinità di termini della serie (14). 

Applicando questa regola alla serie 

(16) 1 -f-2-'“-t-3-™-f-4-“-4- 

la serie (14) prende la forma 

(17) t -4-21-0 _|_ _ 

e rappresenta una progressione geometrica, la cui ragione è 2*~“; 
onde si conchiude che la serie (16) è convergente per m>1 , di- 
vergente al contrario per m = 1 e per wi < 1 . E per dimostrare 
quanto sopra si è detto sulle serie (11), (12) e (13) basta fare 

^ successivamente m=-^, m = 1, m = 2. 

A , 

Dalle serie (11) e (12) si possono dedurre infinite setie diver- 
genti e dalla (13) infinite serie convergenti prendendò un termine 
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ogni 2, 3 ; così, per esempio, la (12) si decompone nelle tre 

serie seguenti 


(18) 




l’ultima delle quali è evidentemente divergente, e le due altre anche 
per avere i loro termini rispellivamenle maggiori. 

Regola 3* - Se a partire da un termine di una serie il rapporto 
di un termine qualunque al precedente sia rispettivamente minore 
di quello corrispondente in un’altra serie, che si sappia essere con- 
vergente, sarà pure convergente la prima. 

Infatti siano Q e II due termini dell’una e dell'altra serie, S e T 
le somme dei termini che seguono Q e It, g, g', g", g'".... i rapporti 
dei termini successivi della prima, r, r', r", r'”.... quelli corrispon- 
denti della seconda, si avrà; 


(19") S = Q (9 -l- -4- gg'g" gg'g'Y' + ) , 

T = Il (r - 4 - rr' -f rr'r" -h rr'r'V ■+■ ), 

Quindi supponendo q<r, g'<r', g"<r", 9 "'<r"'.... sarà evidentemente 
S T 

onde essendo per ipotesi T quantità finita, la somma S 

Q K 

sarà pure finita, ossia la prima serie sarà convergente. Viceversa, 
se si sapesse essere la 1* serie divergente, lo sarebbe a forliori la 2'. 

Regola 4* - Una serie formata di termini indefinitamente decre- 
scenti ed a segni alternati è convergente. 

Consideriamo la serie 


( 20 ) 


«1 — M. 


: + «3 — "i" 


n+l" 


diciamo S il valore della somma degli infiniti termini , di cui la serie 
è formata, supponiamo poi (per fissare le idee) n numero finito 
impari , ed esprimendo S nei due modi seguenti : 


( 21 ) 


— «n+l)-!" K+2~“n+3)"*" 

S = S„ — («„+i - - , 
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immedialamente si riconosce, che la somma S è compresa fra le 
due Sn_i e S„, e che perciò ha un valore finito. Si vede inoltre, 
che l’errore commesso nel prendere S„ invece di S sarà minore 
di Sji — S||_j = u^; e che facendo crescere indefinitamente n le 
somme d'indice impari e pari convergono verso la stessa quantità S, 
decrescendo le prime e crescendo le seconde,* cosicché il limite S 
di Sn è non solamente quantità finita, ma anche determinata. 

Quindi alternando i segni nelle serie divergenti (11) e (12) esse 
si trasformeranno in due serie convergenti. 

Dicesi modulo di una serie immaginaria il limile della radice n'™* 
del modulo del termine generale adottando questa denomina- 
zione introdotta da Cauchy enuncieremo e dimostreremo ancora la 
seguente : 

Regola 5' - Una serie immaginaria è convergente o divergente 
secondochè il suo modulo è minore o maggiore dell’unilà. 

Infatti sia / il limile, a cui si avvicina indefinitamente col cre- 

i"'' — 

scere di n la quantità variabile y Mn ; a partire da un certo ter- 

m tP-4-1 

mine di indice m le quantità [/Mm , l/' Mm+i, l/Mm+ 2 -.. dovranno 
essere minori o maggiori di una quantità finita x compresa fra I e 1 , 
secondochè l è minore o maggiore deirunìlà. Avremo adunque nel 
caso di 1<1 le ineguaglianze: 

M„ <A“' , M„+8<a"»+* 

e nel caso contrario : 

>x"' , 

Quindi la serie dei moduli sarà composta di termini, che sono nel 
primo caso minori di quelli di una progressione geometrica decre- 
scente, e nel secondo caso maggiori di quelli di una progressione 
geometrica crescente, epperciò sarà convergente nel primo caso e 
divergente nel secondo. Nel primo caso la serie (2) ossia (4) sarà 
convergente, nel secondo caso sarà divergente, perchè crescendo 
indefinitamente il modulo, i termini di una delle due serie (3) o 
di ambedue cresceranno indefinitamente. 
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Teorema. - Se in una serie ordinala secondo le potenze ascen- , 
denti di una variabile x il rapporto dì un coellìcìente qualunque al 
suo precedente si conserva costantemente minore di una quantità 
finita l, si potrà sempre trovare un valore abbastanza piccolo di x, 
che renda un termine qualunque maggiore della somma di tutti 
quelli che lo seguono. 

Suppongasi dìtfatti, che nella serie 

A, -4- A, a; 4- 4- 

si voglia rendere il termine maggiore della somma dei se- - 
guenti, ossia soddisfare all’ineguaglianza: 

( 22 ) + + 

Essendo. > 

avremo a fortiori : A^^j<PA„ . A^^.,</JA„ ; 

e quindi dall’ineguaglianza (22) dedurremo lo seguenti : 


(23) 


t > fx -t- /*x* -l- l’x’-t- ... 
, Ix . 1 

^T-lx’ 2 / 


1 


Ponendo dunque invece di x un numero uguale o minore di 

il termine A^x*" supererà la somma di lutti, quelli che lo seguono; 

e se si ponga per x un numero uguale o minore di il 

termine A^.x” diverrà maggiore di k volle la somma dei termini 
che lo seguono. 
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Sviluppo in serie di una potenza qualunque di «»i binomio. 


Se l’esponente m è intiero e positivo, si sa esprimere la po- 
tenza m'"”* del binomio 1-f-a; nel modo seguente; 


(24) (I-i-.L')'" = l-t-wia;-i- 


m(m— I) 


- 3 '-- 


mfm — !]...(>« -r-t-lj 
2. 3 r ■ 


Noi ci proponiamo di dimostrare, che la serie, che si avrà nel 
2“ membro quando m è frazionario o negativo, rappresenta ancora 
la potenza dello stesso binomio (1-+-®}, purché il modulo di x 
sia minore dell’unità. Comincieremo perciò a dimostrare i tre lemmi 
seguenti. 

Lemma 1“ - Due polinomii di grado m dipendenti da due varia- 
bili X e y non possono avere eguali valori per tutti i valori intieri 
e positivi di X e di j/, se non sono eguali per identità. 
Rappresentiamo i due polinomii con 

(25) Ao®”' -I- Aia:™-’ -f- 4- Am-i® -4- A^ . 

Bo®"’ Bi.®"»-' -4- Bi.x">-^ 4- -4- Bm_i® 4- B„ . 

ove secondo il consueto Ao e Bo designano semplici numeri , Ai e Bi 
binomii di 1" grado rispetto ad ;/, Ae e Bg trinoniii di 2" grado 
rispetto ad y, ecc. ... Ponendo per y un numero intiero e positivo 
qualunque, Teguaglianza dei polinomii dovrebbe aver luogo per 
un’inhnità di valori intieri di ®, il che è impossibile (secondo la 
. teoria generale delle equazioni) a meno che si abbia ; 

Ao = B(i , Ai = Bi , Aj = Bj , .... Am_i = B„,_t . A,„ = Bm 

Queste eguaglianze dovendo pure sussistere per tutti i valori intieri 
di »/, ne risulta che esse debbono avere i due membri identica- 
mente eguali. * 

Lemma 2“ - Se si moltiplicano fra di loro due serie, che sono 
convergenti, e che rimangono ancora convergenti quando si rim- 
piazzano i loro termini coi rispettivi moduli, la serie prodotto sarà 
anche convergente. 
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Infalli, esprimendo con S' e S" le somme delle due serie, con 
SJ, e S" le somme dei primi n Icrmini, con e R" i resti ossia 
le somme dei termini rimanenti (che tendono verso zero a misura 
che n cresce) e con S la somma della serie prodotto, si avrà: 


( 26 ) s=(s;+ii;) (s;+k;ì=s;s;+h;s;+r;s;h-ii;r: 


Ora i tre ultimi prodotti decrescono iudefìnilamente a misura che n 
cresce, dunque sarà 

S = lim.(S'S;) = S'S"; 

onde si conchiude, che la somma della serie prodotto sarà finita, 
ossia che essa sarà convergente. 

Se le due serie soddisfano alle surriferite condizioni, in qualunque 
modo si ordini il loro prodotto simboleggiato da la serie 

ottenuta convergerà verso S'S", purché i termini, per cui la somma 
degli iridici «4-/3 è finita, non si pospongano a quelli, per cui essa 
, è infinita. E quand’anche ciò si facesse, la serie ottenuta non sa- 
rebbe divergente, ma solo potrebbe convergere verso un altro limite. 

Ma se consideriamo, per es., la serie 


(27) T=l — 


/I 


1 


1 

/4 


I 


1 


r^2n— I *^2n 


i suoi termini avendo per moduli ossia per valori numerici i ter- 
mini della serie divergente (41), moltiplicandola per se stessa si 
avrà una serie, i cui termini quadratici formeranno la serie diver- 
gente (12), ed intercalando fra di essi le differenze decrescenti dei 
doppi prodotti, si avrà ancora una serie divergente; onde si con- 
chiude, che lo sviluppo del quadrato della serie (27) si può ordi- 
nare in modo, che la somma de’ suoi termini indefinitamente si 
allontani da T^. 

Lemma 3" - Supponendo m negativo o frazionario, la serie 


wi'm— 1 ' 
(28) 1 -|-ni.r4 ^ 

A 


X-4-....4- 


m[m — 1 )... (m — r4-l ) 


è convergente ogniqualvolta il modulo di x sia minore deU'unità. 
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Infatti dicendo K il valore assolato del coefficiente di x' e sup- 
ponendo r mollo maggiore di m, i valori numerici dei coefficienti 
di x'-*-*.... x“ si potranno porre sotto le forme seguenti: 




esprimendo quindi con il termine n*™® ( astrazion falla dal 

1 “ termine 1 ) si avrà : 


29) 


i^“.=|/k 




X, 


la qual quantità, designando con M il modulo di x e con t una 

frazio'ne minore di , ha un modulo della forma ; 
r-t-l 

raod. y/ u~— P K ' I - - e)-^l , 

n ^ ' 

che tende evidentemente a divenire eguale a M a misura che cre- 
sceranno r e 7», supponendo però che n diventi infìnilaraenle più 
grande di r. Dunque in virtù della regola o* la serie (28) è con- 
vergente 0 divergente secondo che il modulo M di x è minore o 
maggiore dell’unilà. 


Consideriamo ora le due serie 


7>i[m — 1) „ m(m — — r-t-f) ^ , 

(30) l-i-mx-*- - X2-+-....-7--Ì 

' ' 2 2.3 .... r ' 

n(n — 1) , »(„_1)...(„_r-t-1) 

\^nx-i- — 2 - - ^ ^ 7»1 . 


le cui somme simboleggiale con /(m) e J^{n) sono finite, syppo- 
nendo il modulo di x minore dell’unilà. Se m e n sono numeri 
interi e positivi, si ha evidentemente; 


(31) /(m;=;i-Hx)™, /(Ti'jzr^N-x)", /{m] ./[n)=/^m-hn, - 

noi vogliamo dimostrare, che l’ultima eguaglianza sussiste ancora, 
quando m e n sono frazionarli o negativi. 

Perciò moltiplichiamo fra di loro le due serie convergenti (30) 
ed avremo (lemma 3“) una nuova serie convergente 

(32) /[m) .y^(7^]=1-^-(m-4-»)x-^ — ^^x^,.-t-Rx''-t ..., 
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designando con R un polinomio, che facendo la niolliplicazione ri- 
sulta evidentemente essere del grado r rispello alle lellere m e n. 
Ora in virlù deU’uUima eguaglianza (31) per lulli i valori intieri e 
positivi di m e di n dev'essere : 

(nj-t-it)(fii-l-n — 1 )(m-t-n — 2)....(m-+-n — r-4-1 ) 

(33) R ^ ^ ^ , 

dunque in virlù del lemma 1“ quest’eguaglianza deve sussistere per 
identità, ossia il termine generale del prodotto /\m] yi/[n) sarà 
identicamente uguale a quello di J'{m+n); dunque {quel che si è 
detto di R polendosi dire di tulli gli altri coefficienti) rimane di- 
mostralo, che anche per valori frazionarli o negativi di m e n sus- 
siste Tullima eguaglianza (31). 

Consideriamo una terza serie della stessa forma: 


vip — 1 ) 

/ip] = 1 -hpx-i--- X--h 


/)>— 1)- .(P— r-H) 

2 . 3 .... r ' 


moltiplicandola per il prodotto delle altre due, si avrà ; 


/H ./(n) ./iPÌ =/(m-hn) ./(p) =/{m-^n-hp) ; 


e più generalmente ; 

(34) /(m) ./^n) ./(p) ./(q , 


Supponendo poi m, n, p, q 


eguali a Y ed in numero di t, 


si otterrà : 

f/(f)]'=/('-T)=/W = «+*]'. 


onde finalmente si deduce: 

(35) 



Neirullima eguaglianza (31) pongasi n = — m, e si otterrà; 

./(—»») •/;«»)=/to) = 

ma adesso è dimostrato, che tanto per m intiero che per m fra- 
zionario si hay’(m) = (H-a:)™, dunque sostituendo si dedurrà; 

(36) 1 -mx-h 
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Ci rimane ancora a riconoscere, por quali valori di m la serie (28) 
sia convergente, e per quali divergente, allorché si suppone a;=rfcl. 

Se si ha a; = -t- 1 e w > — I , la serie sarà convergente , per- 
chè il rapporto del termine generale al suo precedente essendo 
m — r-t-1 /, m-4-1 




i termini saranno decrescenti e a segni 
r \ r / ® 

alternati a partire da quello, per cui r è uguale al numero intiero 

immediatamente superiore a Nel caso contrario i termini 

saranno crescenti, epperciò la serie sarà divergente. 

Se si ha a; = — 1 e m>0, la serie sarà ancora convergente, 

è minore del suo analogo nella serie 


perchè il rapporto 
(37) \ -f- 2 -(m+l) 4 _ 3 -(n, 




che è convergente in virtù della regola 2*. Infatti questo rapporto 
essendo uguale a 

m-l-1 (m-H)m 

r 2,.ì ■ — 


/r — |\m+» / I \m+I 

(38) (--) =(,_-) 


avrà un valore maggiore di 1 — , purché r sia abbastanza 

grande da rendere maggiore della somma dei termini se- 

guenti, il che si può sempre ottenere in virtù del teorema dimo- 
strato in Gne del capo precedente. Quindi essendo convergente la 
serie (37), sarà a fortiori convergente (per x= — 1) la serie (28) 
in virtù della regola 4*. 

Ma se supponendo tn sia negativo, il rapporto 1 — 

essendo maggiore del rapporto 1 — — corrispondente nella serie 

divergente (11), la serie (28) sarà a fortiori divergente. 

Noteremo Gnalmente, che nel caso di m = 0 si ha: 

. -l--^ -I- . Wl— O.oo. 

\ '2 3 4 r / 

onde conchiuderemo, che 0* è un simbolo di quantità indeterminata. 
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CAPO TERZO 


Serie esponenziali e logaritmiche. - Serie circolari. 

Là quanlilà prende colle successive sostituzioni dei 

1 , 2, 3, 4, 10 100, 1000 


numeri 


invece di m i valori crescenti 
^9 64 625 


27 


256 


, .... 2,59374, .... 2,70481 , .... 2,71692 


i quali sembrano convergere verso un numero finito minore di 3. 
Per assicurarci di ciò sviluppiamola in serie, ed avremo: 




l-(-m 


m 


ni'm-l) 1 
~2 n^- 


m'm-r(m-2] 1 


2. 3 


ni-’ 


= 1-*-l-f- 


V mf 2.3V m/\ m/ 2..3.4\ m/\ m /V m/ 

nel quale sviluppo convergente i termini crescono col crescere di m, 
ed hanno rispettivamente per limili quelli della serie convergente 


(40) e=l-f-1- 


1 

2.3 


1_ 

*2.3.4' 


1 


2. 3. 4 ...n 


la cui somma si suol designare colla lettera e. Questo numero 
e=2,718281828459 fu adottalo da Neper per base di un si- 

stema di logaritmi , che si dicono perciò neperiani od anche naturali 
od iperbolici, (o) 

Sviluppando parimente in serie le due quanlilà : 

(-ir— 


(a) La quantità frazionaria e è irrazionale. Vedi per la dimostrazione il cap. xxiT del- 
l’Algebra di Lefebure de Fourcy. 
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e facendo quindi crescere indefinitamente m, si riconosce facilmente 
che esse hanno per limite comune la somma della serie convergente 


(42) y=[-*-x-t- 


'2.3 


x'' 

2. 3. 4 


X” 

2.3.4 ...n 


Rimane adunque dimostrato, che per m = oo si ha: 


/. I / 

1 r 

/. 1 V 

7il.r X 

UH — 1 =M-(- — 1 =1 

(Ih 1 

1 =e=y 

\ m / \ 

tn / 1 

\ m / 


ossia che x è il logaritmo di y nella base e. 

Cangiando poi x in oi'ioga (il simbolo log. designando il logaritmo 
nella base e), ed osservando che e'‘>8*=o, avremo : 


(44) y=e*'‘»e<‘=a*'=l- 


-x'Ioga-f 


o:'®log*a .t'^Ioì; a 


2.3 


la qual serie esprime il numero y per mezzo delle potenze ascendenti 

1 

del suo logaritmo x' nella base a. 11 rapporto costante -- = 

si dice modulo del sistema di logaritmi , la cui base è a. Così 
per a=10, ossia per i logaritmi volgari o di Briggs il modulo 

equivale a.l 

Per risolvere il problema inverso, ossia per esprimere con una 
serie il logaritmo x del numero y, ricorriamo all’eguaglianza (43), 
ed estraendo la radice otterremo (supponendo sempre m = ao ); 

oppure cangiando m in e y in 1-t-u, avremo; 

(45) x = log(1 -t-u) = lira, -- * , 

ove n si suppone decrescere indefinitamente fino a ridursi a zero. 
Sviluppando quindi la potenza (l-t-u)" e facendo n=0, si trova: 


(46) log(l-f «)-«—“* 

'Z 





la qual serie essendo dedotta da quella, che esprime e 

che sappiamo essere convergente per u compreso fra -H e — 1 , 
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sarà anch’essa convergente per questi valori di u, incluso il valore 
estremo -4-1 per essere n> — I. 

Cangiando u in — a si avrà la nuova serie 


(i7) log(1-u)=-u--|---| 



r 

tt’ 

5 



e sottraendo questa dalla precedente si avrà: 


«4- 


(48) log|^ = 2[ 

, 1-4-tt p 

e ponendo - 




u 




2n— I 




i — u 


si avrà u = - , e quindi; 

p-4-g’ 


(49) logp— logo=2 P ^ -i- 

p^q 


£ 

3 




Questa serie è rapidamente convergente ogniqualvolta p e q siano 
numeri assai grandi e sia piccola la loro differenza. Ed altre serie 
ancor più convergenti , che servono a calcolare il logaritmo di un 
numero per mezzo di quelli di parecchi numeri precedenti, si ot- 
tengono ponendo successivamente: (a) 
p _ re* _ rr* 

q ^ re* — 1 (re — t i(re-4-l)’ 

p — 3re-4-2_(.e — 1i*(rt-4-2) 
q — .3x — 2 (rr-f-l)*(j; — 2)’ 

p _ x’' — 2orj:*-t-l 44 _ (.-e — 4}(re-+-4)(re — 3)(x-4-3) 
q re' — 23x* rr*(re — 5)(re-4-o) 


Dalla formola di Moivre : 

(50) cosmrp-j-4^-1 senm?i=(cos^5-f-'^-1 sen'?)“=cos'"ip(1-t-^^-1tang^)“ 
combinata colla formola di Newton si deducono le seguenti : 

r . «i.'7n-1)(m-2) . , 1 

(51) cosmip=cos™d mtangip — ^^"^ 3 — ^ I. 

(52) cosm^=cos”'?|^ 1 




tangV- 


(a) (I tenore troverà maggiori svituppi so quesfargomeoto nel trattato d’Algebra del 
Prof.« Vassalli. 


Digilized by Google 



57 


quindi da queste (che sono convcrgonli per liilli i valori dì langip 
compresi fra -4-1 e — 1) col porre x invece di mp e col far cre- 
scere indefinitamente m, sì deducono (a) le due serie circolari; 

(53) cos.T= I — 


senaxr.r — 


2.3.4 2.3. 4.5.6 


2.3 2. 3. 4. 5 2. 3. 4. 5. 6 . 7 

L'eguaglianza (51), supponendo m indefinilamcnle decrescente, 
ci dà : 

®®-^^ = lang(p ^lang^ip-t- - tanghi?— 

t» 3 5 


lim‘ 


ma 


senmip senmip 


^ fn?> riduce a <p per m= 0 , perchè il rapporto 

del seno all’arco ha per limite l’unità (quando l’arco decresce inde- 
Bnitamente), dunque avremo; 

1 . . 

— lang'?>-t- 


1 1 

(54) (p=tang(p— — -tang’^-t- “ tang*^ 


la qual serie sarà convergente quando ^ è un arco minore dì 


od eguale a “ 


Per mezzo della serie (54) si può calcolare il rapporto della cir- 
conferenza al diametro, basta perciò porre p— 7 -, ma siccome si 
< troverebbe così una serie poco convergente, converrà ricorrere a 

qualche artifizio. Osserviamo perciò, che essendo di poco in- 

4 ' 

feriore a — ^ome si può riconoscere coi metodi proprii della geo- 

metria elementare, sarà anche poco differente da 4arc ^tang=— ^ . 

Poniamo adunque ; 

'*"8'=4l9’ 

quindi applicando la serie (51) all’arc ^tang=s-^^ e ad «, si ha; 


(o) Vedi la Trigonometria di Lefebure de Fourey. 
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La prima di queste serie, sebbene mollo convergente e commoda 
per il calcolo numerico, si può ancora esprimere per mezzo di due 
altre assai più convergenti, pongasi perciò; 


are ^lang=-^^ = 2arc i 

(tans=i 


1 

si troverà facilmente lang/3=--— . 

b 1 0 

e quindi; 


(56) f = 8 

fj ' . ' 

1 

1 

| 10 3000 500000 

“70000000 

9000000000 ■“ 

— 4 


l-f-- 

1 1 239 

K 2 Ì 9 ) ■^-J . 


nella qual ultima espressione di -- basta calcolare con 12 cifre de- 
cimali tulle le frazioni, che abbiamo scritte, per avere il valore di r 
approssimalo a meno di una mezza unità della decima cifra decimale. 
Se poi si calcolassero con 48 decimali 23 termini della prima serie, 
8 della seconda e 9 della terza, si troverebbe il valore di ?r con 
errore minore di una mezza unità della 48“* cifra decimale. 


CAPO QUARTO 

Prodotto d'infiniti fattori. - Logaritmo di un polinomio. - 
Espressioni dei seni e coseni con un'infinità di fattori. 


Il prodotto d'infiniti fattori 

(57) P = (1 „j) (n- 

si dice convergente, se il- prodotto Pn dei primi n fattori tende 
verso un limile delernlinato a misura che si fa crescere n indefi- 
nitamente. Si dice al contrario divergente il prodotto P, quando il 
valore numerico o modulo di Pn diviene infinitamente grande od 
infinitamente piccolo col supporre n infinito. Nel primo caso la 
somma dei logaritmi dei fattori sarà finita, nel secondo caso infinita; 
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ossìa nel primo caso i logarìlnii dei fallori formeranno una serie 
convergenle, nel secondo caso una serie divergente. 

Per riconoscere, se il prodotto P sia convergente o divergente, co- 
mincieremo ad osservare, che senza nuocere alla generalità si possono 
supporre i valori numerici o moduli delle quantità «i , u^, U3 
decrescenti e minori dell’unità, giacché se questa condizione non 
fosse soddisfatta per i primi fattori , se ne formerebbe il prodotto K ; 
e rimarrebbe a riconoscere, se il prodotto P' degli infiniti fallori ri- 
manenti sia finito od infinito, per sapere se il prodotto P = KP' sia 
convergenle 0 divergente. Se poi la suddetta condizione non fosse 
soddisfatta a partire da un fattore di rango finito, il prodotto sa- 
rebbe in generale divergente, [a] 

Teorema. - Se la serie è convergenle, 

e se rimane ancora convèrgente rimpiazzandone i termini coi rispet- 
tivi valori numerici 0 moduli, il prodotto P sarà pure convergenle. 

Infatti esprimendo il logaritmo di P per mezzo de’ logaritmi de’ suoi 
fallori, che si possono tulli esprimere con serie convergenti, sì avrà: 

111 

( 58 ) logP= 2 log (1 -+-m)=su— — xu*-4- -- su^— — xu'-f-.... 

A O i 

Ora è chiaro, che designando con U la somma dei valori numerici 
0 dei moduli dei termini della serie , e con v 

il valor numerico 0 modulo di ui, si avranno secondochè si tratta 
dì quantità reali od immaginarie le seguenti ineguaglianze; 

( 59 ) zu<U, — 2u*<»U, 2u^<»*U, — 

( 60 ) mod.xu<l’, modxu*<vL', mod.xu^<«*U, mod.xu'<t)’U, 

Quindi nel primo caso considerando il valore numerico di logP, sarà; 

logP<U^ri-^-t- ~^-^-t- y ossia IogP<UV, 

* V 

designando con V là somma della serie convergenle 1 -»-— h--t--4-...(6); 

A O 

e nel secondo caso si avrà : 

mod,(logP)<l'V; 


(а) Quella regola generale ammelte un'eccczìono, quando la somma algebrica del mo- 
dulo e del doppio coseoo dell'argomenlo di u, è nulla od indelinilamente derrescenle. 

(б) V ba per valore ~—log(l — v), onde il valore di P è compreso fra lo duo quan- 
lilà (l— t’jj' e (1—11)“?. 
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oade sì conchiude, che P è qnanlìlà finita, ossia che il prodotto (57) 
è convergente. 

Teorema reciproco. - Se il prodotto P è convergente, e se le 

quantità Wj, u., • sono tutte reali e positive, la serie 

«,-t-Uj l-«3-t- .... . ... è convergente. 

Infatti se questa serie non fosse convergente, sarebbe U quantità 
infinita, ed essendo in virtù deH’eguaglianza (58) e della 2* ine- 
guaglianza (59) ; 

(61) logP > 


il valore di P sarebbe evidentemente infinito. 

Questo teorema inverso è ancora vero , qnando le quantità 

Uj, Uj sonò tutte reali o negative, giacché in questo 

caso si ha: 

(62) -logP>UV, 

onde essendo logP quantità negativa finita per ipotesi, e V>1 , 
non potrà essere U quantità infinita 


Esempli, - 1 quattro prodotti seguenti : 


-=(-.Ì)(-‘r)('-^)-'('-,£i) 

_ 


sono convergenti o divergenti sccondochè x è numericamente mi- 
nore 0 maggiore dell’iinità. Nel caso particolare di il pro- 

dotto P‘ è infinitamente grande, perchè la serie Su è divergente, 
e le seguenti essendo convergenti, decrescenti od a segni alternati, 
il loro aggregalo è quantità finita ; il prodotto P" è infinitamente 
' piccolo, perchè (sebbene la serie su sia convergente) la seconda zu* 
è divergente, e le rimanenti essendo convergenti indipendentemente 
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dai segni (regola 2‘) ed avendo ciascuna colla precedente un rap- 
porlo minore di scie composta di esse è convergente, co- 

sicché slirà log P" = — 00 ; log P'" è quantità finita immaginaria, ossia 
il prodotto P'" è convergente; finalmente in virtù del teorema sur- 
riferito P'^ è ancora convergente. Lo stesso si può dire per x = — 1, 
ad eccezione del prodotto P‘, che è in questo caso convergente. 


Quando un polinomio ordinato secondo le potenze ascendenti di ,r 

si annulla col sostituire invece di x le quantità x, , Xj, x_^^^ 

si sa che esso si può mettere sotto la forma seguente : 

X = A„ (®^_x)(x,-x)(x.,— x) (x„— x) ; 

\ ■ 

ossia ancora, essendo il prodotto x, x^ x., = it , si avrà : 

''ni “ 


e ciò ha luogo comunque grande sia il numero m. 

Ciò premesso, possiamo sviluppare in serie il logaritmo di X, 
che sarà eguale alla somma dei logaritmi de’ suoi m fattori binoroii 
e di Aj, avrà cioè la forma seguente; 


(65) logX=:!ogAii— S_jx— ^-S_iX*— S _ 3 X^— -|-S. 


ove S_i, S_j, S_3.... rappresentano le somme delle potenze nega- 
tive delle radici deireqoazione XspO, le quali si sanno esprimere 
in funzione dei coefficienti Ai, Às, À3.... per mezzo delle note re- 
lazioni. Considerando specialmente il caso, in cui X abbia la forma 


(66) X .'i“.'t -t-Aj x^-f-As x'*-f-At) x*'-!- ....-t— A^mX^"* , 


le radici dell'equazione Xr =0 saranno ^ci , ^xj, i^zx;). .. ossia 
si avrà : 


( 67 ) 
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Le somme d'indice impari saranno nulle, le somme d'indice pari 

conterranno due volle le potenze pari delle radici xi, , xj 

e rappresentandole con 2S_*, 2 S_ 4 , 2S_e , si avrà; 

(68) logX = — S_gx*— 

Per determinare S_j, S_ 4 , S_6. .. si eguagli a zero il polinomio (65) 
cangiandovi x* in , le somme delle potenze negative pari si can- 
gieranno nelle somme delle potenze positive successive delle radici 
dell’equazione trasformala; si avranno perciò le seguenti relazioni: 

(69) S_2-t-A2=0 

S_4 -+■ A.2 S_a -4- Al — 0 

S_o -t- Aa S_4 Ai S_i -t- 3 Aj xn 0 

S_N -f- Aj S_B -4- Ai S_4 -t— Ab S_j 4Ag ~ 0 


Applicando quel che si è detto sul polinomio (66) ai polinomi! 


indefiniti, che rappresentano cosx e 


’sen X 


, che sono : 


( 70 ) cosa= 1 — -f- * 

' ' a a o r. 


sen X 


= 1 


X* 

2.3.1 
x^ x'* 
2.3 


2.3.4. 5.6 2.3 . ... 8 

x*» 


“ “ 4 “ 


2.3 .. .. 7 2.3 


e che debbono annullarsi ; il primo per i multipli impari di —, 
il secondo per i multipli di.-sr, avremo: 




(i \ 


A' 


49;rV' 

...., 

■)('- 


(, ' a:* \ 


/' 

( I6tV' 

•••• > 


onde si scorge, che cosx e senx si possono rappresentare con pro- 
dotti d’infinili fattori, che in virtù del teorema surriferito, sono 
convergenti per lutti i valori finiti di x reali od immaginarii. 
Deduciamo ora alcune conseguenze dalle formule (71). 
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Eseguendo le molliplicaziorii e paragonando colle serie (71) i 
primi termini dei prodotti 


(72) 


cos X =: I 



s e 1 1 X j 


(n-l+ 

(-K 





I 

49 

16 



si trova il valor finito della somma della serie (3) e di una parte di essa: 



Ponendo successivamente invece di x gli archi y , 
si trovano i risultali seguenti : 




- .li 

6* 

8* 

10* 

12* 

1.3 

■ l.ii 

5.7 

7.9' ■ 

9.11 ■ 

II. 1 : 

32 

9* 

1 5* 

21* 

27*^ 


1.5 ■ 

7.11 ■ 

13.17 ■ 

19.23 ■ 

25.29 ■ 

■ * 

22 

62 

IO* 

li* 

18* 


1.3 ' 

5.7 ■ 

9.1 r ■ 

13.15 ■ 

17. Ti)' 


3 

12* 

18* 

24* 

30* 



■ 11.13 

■ 17.19 

■ 23.25 

’ 29.31 



Sostituendo nelle eguaglianze (69) per Aj, Ai, Ag. .. i coef- 
ficienti delle serie (70), e quindi ricavandone i valori di S_j, S_ 4 , 
S_6, S_8 e ponendoli nelle serie (68) otterremo i logaritmi di 

..sena: ’ . ^ 

cosa: e di , avremo cioè : . 


(75) 

(76) 


— logcosx= ~-l- 
log X — log se n a: = ~ -4- 


x'’ 1 7 .T* 

- 1 — “» ^ 

3.4 5.9 5.7.8.9 

x' X*' jf_ 

4 X 9 ’òTl^ 3.4.5.7.9. 1 0 


I coefficienti della serie (76) si possono dedurre da quelli della 
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serie (75) osservando, che designando con A< e Bt i coefficienti 
di nelle due serie si ha : 



e moltiplicando Bj per 4’ e sottraendone A,- si trova : 



ossia tìnaimcnte : 

(78) (4^-l)B.:r:A,. 

Calcolando i tre o quattro primi termini delle serie (75) e (76) 
si possono trovare direttamente con otto cifre decimali i logaritmi 
delle linee trigonometriche degli archi minori di 15” o compresi 
fra 75” e 90” (avvertendo di porre per x la lunghezza dell’arco de- 
scritto con raggio 1 ) , e quindi per mezzo delle formole, che danno 
le linee trigonometriche di un arco somma o differenza di due altri, 
si potranno facilmente trovare quelli delle linee trigonometriche degli 
archi compresi fra 15" e 75". 

Volendo finalmente riconoscere quando si possa con fiducia ado- 
perare la regola delle parli proporzionali nel calcolo del logaritmo 
di una linea trigonometrica di un arco non inserito nelle ta- 
vole, si osservi che si ha; 


(79) log sen(«t-l-A)— log sen«=log(cos/»-f-sen/i col») 
= log^l — -y 4-/»coi » — ^ 

= (/.col»- i(AcoU-|y-t- 


= Acol » — -|-(l -t-col*«^-f-....= 


Acol< 


2sen*Jt 


•••• f 


onde conchiuderemo, che raccresciraenlo del logaritmo del seno si 
può considerare come proporzionale all’accrescimento dell’arco ogni- 

/t* 

qualvolta la frazione - — r sia minore di una mezza unità della 
2seD*« 

settima decimale. 
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COMEmi D’ALGEBRA E DI GEOITM ANMICA 


PARTE TERZA 

Priiacipii elementari del calcolo 
delle differenze 


CAPO PRIMO 


Relazioni fra i valori successivi di una funzione e le loro differenté. - 
Somma delle progressioni e delle serie dirette ed inverse 
dei numeri figurati. 


Quando sì considerano ì valori dì una quanlilà variabile a corri- 
spondenlì a valori equidilTerenli della variabile x, di cui u è funzione 
cognita od incognita, c se ne formano le dilTerenzc successive, e 
quindi le dilTerenze delle differenze, si riconosce esistere fra queste 
differenze ed i valori di u certe relazioni; lo studio di queste re- 
lazioni è l’oggetto del calcolo delle d fferenze. 

Siano Ug, H, , ttj. «3. Uj i valori di a corrispondenti ai 

valori acp, x^+ìh, x^-h3/j, x^-hUi .... x^-^nh dì *, le loro 

differenze successive; 

«!—«»• “•> — “l- “*-«3 “n”**»-! 


si dicono differenze prime e si simboleggiano con 
AHj. AUj, AUj, a», 

Le differenze di queste differenze, ossia 

Au^-Au^. Au— An^, Au.-Au, 


si dicono differenze seconde, e si simboleggiano con 


A^u., A*tt,, aVi,... A^u 


«-S- 
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Le differenze delle differenze seconde, ossia 

A»Uj— am, A\_j— A\_j 

si dicono differenze terze, e sì simboleggiano con 

^^**1 

Le differenze delle differenze terze si dicono differenze quarte, e si 

simboleggiano con a'Uj, A'm,, ecc. 

Avremo adunque fra i valori di u e le differenze prime, seconde, 
terze, quarte, ecc., le primitive relazioni seguenti; 


<») 

Ug— u,=Au, . 
Mj— ttg=AUj . 

«3=A«3, 

tt,-Uj=AUj. 


AU,— Att„=A\, 
AUj — AM,=A*M, , 

AUj — AUg=A*ttj, 
AUj— AU3=A*U3, 


A*M,— A*Mg=A’«,, 
A*Uj — A*U,=A^U, , 

A^Mj — A*Mj=a’Uj , 


A^tt, — A^B j=A'Uj , 


A^Uj — a’u,=A^u, , 


dalle quali si deducono facilmente le espressioni delle differenze 
A*Ug, A^tt„, a'Mj, dipendenti da 3, 4, 5 valori di u: 


A*Uo=AU, — AUj=(Mg— U,)— (U,— ttg]=Ug— 2 m,-4-Uj, 
a\=A*m,— A*U 3 =;U 3 — 2Ug-f-U,)— (Ug— 2u,-t-Mjl=U3— 3ttg-l-3tt,-.U,, 
^*“«=(« 4 — ^“ 3 -^ 3 Ug— U,)— {U 3 — 3Ug-(-3u,— Mj) 

I coefficienti numerici, che si trovano in queste formolc, essendo 
identici con quelli della il*, 3* e i* potenza di i — x. noi possiamo 
già per induzione esprimere A”tt, nel modo seguente ; 


12) 


A'‘u„=M — nu 

0 D 


n<n — Il 


«n-S- 


M ,»t— I l' ( w — 2j 
2. 3 ' “ 


n-3 


1) 


«(n — 4)...(n — r-(-l 

2. 3 .... r 
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Aumentando tulli gli indici di u di un'unità, avremo; 


n'fi — 11 nn — llfn — 2 

A“M,=u — mm_H :: — u , — ^ — -u 

n-i 2 . 3 




I~ D-4-1 -n 

n'n — 1 1 


2 

..in — r) 


2. 3. .. . r'r+l) 




quindi sottraendo da questa differenza la precedente troveremo: 

(n-i-l)n'M— 1) 


n-S 


^n+l„ =« — [n-*-1)u -4-^ — — - 

0 l o ”+* ' ' “ 2 2 3 


, . , (n-«-l )»...•(« — r-»-1 

. r+i V i.. 

' ' 2. 3 r(r-*-r ' 


n— r 


onde risulta, che la presupposta legge di formazione di a"«o es- 
sendo Stata verificala per n—l sarà anche vera per n=&, ed es- 
sendo vera per n=5 lo sarà anche per n=3, e cosi di seguilo. La 
formula (2) è adunque dimostrala per tulli i valori di n. 

Reciprocamente dalle relazioni (I) si dedurrà: 


tt3;=Uj-ha«jj=(«„-t-2ag-4^A2M^)+(4u„-t-2A*Uj4-A\) 
=u^,;+-3AWo4-3A»«o-f-Ahi„, ^ 

6 A*«||-4- 5 A’»j-t- A'Ug , 


e con un ragionamento simile al precedente si dimostrerà la for- 
mola seguente : 


(3) 




n>-^) 

2 ’ 


A*Uj-+ 


n(n — 1 )(m— 2) 

ìT3 


Ahi. 


ti(n — 1).. . (n— r-t-1) 


A ''Un 


3 r “ 

Si può anche trovare un’altra espressione di dipendente da 
e dalle sole differenze prime trasformando Tidenlilà 


nell’eguaglianza 

» 

(4) 
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I termini di una progressione aritmetica avendo nna differenza 
costante, la loro diìTerenza seconda sarà nulla; i quadrali dei nu- 
meri successivi avendo per differenze prime i numeri impari, la 
differenza seconda dei quadrali sarà costante ed uguale a 2, ep- 
perciò la loro differenza terza sarà nulla; la differenza di due cubi 
successivi (« f-l}’ — n^=3n^+-3«-t-l contenendo il triplo quadralo 
di n, la cui differenza seconda è costante ed eguale a 3.2=6, ed 
inoltre 3«-t-6, che ha nulla la differenza seconda, ne segue che la 
differenza terza di è costante ed uguale a 6, e che perciò le 
differenze 4* e o',... sono nulle. 

In generale su si abbia 

u=i’;x)= \ " -t- Vi-r"-' , 

io dico, che la differenza A™u è costante ed uguale a 2.3.4. ..mAA®, 
esprimendo con h raccrescimenlo costante di x. Infatti si può met- 
tere l’accrescimenlo 

am=F(j-4- h) — F(j)=F'(a;V*-f-F"(a:) •+- -4-/i“ 

sotto la forma 

Au=F';x)A-f-QA*, 

essendo Q un polinomio di grado m — 2 rispetto ad a: e A; quindi 
cangiandovi x in a- 4- A, l’accrescimento di F'(x)A diminuito della 
I* parte F''(x)A* sarà il prodotto di A^ per un polinomio di grado 
m — 3 rispetto ad .-re A, l’accrescimento di QA* sarà pure il pro- 
dotto di A’ per un polinomio del grado m— 3; dicendo adunque Qi 
la somma di questi due polinomii, l’accrescimento a^u di Ah si può 
porre sotto la forma 

A^i» = F" (x'j A* -t- QiA’ . - 

e proseguendo cosi, si troverà ; 

=? F’''(.c}A' -4- CVi'. 
a'k = F"",'x'A' -4- y3/'\ 

* • * 1 

A « = Fi"’- 'x) A-"-’ -4- 0.„ _ i A™ , 

essendo Q*, Q*,.,.Qm_s polinomii di grado m— 4, m — b, . ,m — m. 


% 
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Essendo ora di' 1“ grado rispello ad *, la sua differenza 
prima sarà coslanle ed uguale a 

(5) A®u = F“(a)/t"’=2.3.i .. 

e le differenze seguenti a™ a"’**«, saranno nulle. 
Supponendo per es. ed A=/*=l , avremo: 

a™x"' = 2.3. 4 m, A'”'*‘’x™=0, 


quindi sviluppando queste differenze per mezzo della formola (2) 
troveremo le eguaglianze seguenti ; 


(6) 




2 




l'niH-f m-hi-i 

m . 


1)1-3;'" :+:fn=2.3.4 .. ni, 
itn-hi-i,'^-. , =0. 


La formola ( 4 ) ci porge il mezzo di determinare le somme 
Si, .Sj, Sa ...Sm delle potenze n»®''"' dei numeri 1, 2, 3... n, basta 
perciò porvi invece di Uj, «j, le potenze 1'"+’, 2'“'*'*, 

3'"**‘*, .... n'"+’, (n-f-l)'"+’ e sviluppare ciascuna differenza colla for- 
mola del binomio, c si troverà: 


( 7 ) ( n + ■"+'=(.«+ 1 

Facendo successivamente m=l, 2, 3, 4, 5..,. si avranno altret- 
tante equazioni, dalle quali si potranno successivamente ricavare 

S], vSg, Sa, Si, Ss e si troveranno cosi le formolo seguenti: 

io \ c 1 )^ — 1 — n ' n -(- l ) _«*-)-)» 

(8) Si_x - - 


1 F) 113 I < Il I 2»j’-3-3n*-Hn nIn-Htjii 

_(n-t-1)* — 1 — n(n-4-1) (2n-*-1) — 2«()»-*-1) — n_n*(n-»-1)* 

3 - - , 

g _6n’-i-l3n'-*-l0)»^ — n n'n-i-1)(2»i-+-1)(3M*-3-3n — I) 

‘‘ 273. 3 “= 27 3. T ’ 

g _ 2n*’-t-6n’-i-5H' — n* _ n^( n-t - 1 )*(2n*-i-2n— 1 ) 


2n-t-t] 

3 
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Se si vuole delerminare direllamenle Sm, si applichi la rormola (3) 
considerando Mj, «j.... come rappresenlanli i valori di Sn, per 

n=s0, 1, 2, 3 e per mezzo delle formolo (2) e (6) si troverà 

senza difficoltà: 

tt,=0, Au,= t, a\=2"’— t“, A\=3>«— 2.2”-|-t“, 
a\=4”— 3.3“+3.2“— 1”, A%j=b™— 4,4“-t-6.3'“— 4.2”-(-t“ 

A"+^«,=2 .3.4 m, A“+*Mjj=0 , A™+3uj=r0 ; 

quindi facendo le sostituzioni si avrà finalmente : 


n'n— 1) n>— t)(H— 2) 

(9) S„=n-t- -- 2 — ■ )+ (3“-2.2“-t-t ” 

n(n— 1)(n— 2)(n— 3) 


2. 3. 4 
n(n — 1 ) [n— 2, (n— 3)(n — 4) 


2. 3. 4. 5 


(4“— 3,3"-f-3.2">— 1“) 

(5“— 4.4'”-f-6.3“— 4.2“+t") 


n(n — t)(n — 2) .... («— ni-t-l)(« — m) 


Applicando la prima formola (8) alla progressione aritmetica, il cui 
termine generale è an+b, la somma di »H-t termini di essa, es- 
sendo il primo b e Tultimo an+b, sarà espressa da 


c ir n'n-f-1) ,, (n-<-l ) (nn-t-26) 

(10) S(an-t-6j=aSi-*-6[n-t- 1 )=ro ^^ — - 1 )= . 

- . 2 \ 


Estendendo la denominazione di progressione alle serie, il cui 
termine generale è espresso da 

Tn=o»™+6rt”~’+cn'"~*-t- -i-hn+k,' 

la somma di n+1 termini di questa progressione più generale sarà 
evidentemente espressa da 


(H) S(T)=flbni-t-6Sn,_|.i-f-cSin+8+ -t-/jSi-t-À;[n-f-t ) , 

in cui sostituendo per Si, Sj, S 3 ....Sm_i, Sj, i loro valori (8) e (9), 
si avrà la somma dei termini della progressione espressa da una 
funzione del numero dei termini di grado m+\. 
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Se abbiamo per es. Tn=on*-4-i>n*H-cn-i-d, troveremo : 

S(on^ + 6H*-4-cn-4-d)=aS3-4-6Ss+cSt+d(n-4-t) 

n'-f-2n’-4-n* 2n’-+-3n*-t-n n*-4-n 

= a \-b — g -f-c — hd(n-»-t ) 

a ^ 3a+26 , o-»-2ft-»-2c , 6-(-3c+6d 

= — n^H T — n’-t r n-»-d. 

4 6 4 6 

Oppure poniamo ; 

é 

S(an’-4-6n*-+-cn-+-d)=«n*-l-/3n’-t-yn*-»-^n4-d, 

e facendo saccessivamente n=1 , 2, 3, 4, avremo per determinare 
i coefficienti «, /s, y le quattro equazioni seguenti: 

o ”4“ b -4- c -4- d — * -4- /3-4" y -4~ 

9o -4- 56 -4- 3c -4- 2d = 2V -4- 2^^ -+- 2*y -4- 2^', 

36fl -4“ 4 46 "4— 6c -4~ 3d -4- 3^|S -4~ 3^y -4~ 3^ , 

4 OOo -4- 306 -4- 4 Oc -4- 4d 4^« -4- 4^/3 - 4 - 4*y -4- 4^ (o) 

Fra le progressioni, che abbiamo considerate in generale, meri- 
tano particolare attenzione quelle dei così delti numeri figurati, la 
cui espressione generale è 

nfn-4-4 )(n-4-2) (n-\-m — 2)( w+m — 4) 

4. 2. 3 (m — 4). m ’ 

e che si dicono di 4*. 2‘, 3*, 4*!... classe, secondochè il numero tu 
è 4 , 2, 3, 4 La tabella seguente contiene i numeri figurali 

(a) Per rendere pia facile ai leilore la risoluzione di queste o di alire simili equazioni 
osserveremo, che aggiungendovi l'idenillà 0 = 0 e formando le 4 differenze prime, le 5 
seconde, le 2 terze e la differenza quarta del due membri, si ottengono ire equazioni 
indipendenti da f, due equazioni conlenenli le due sole incognite * e ^ ed uoa equa- 
tlone conlenenle la sola incognita 
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della r, 2*. 3*, 4* (m— 1)'"», m“* classe corrispondenli a n=l , 


2. 3, 4, 



(n- 

4), n. 









1 .2' 

4 

. 2 

. 3 

4 

2 

. 3.. 

.. (m-l) 

4 

. 2 

. 3 

m 

4 .2 

4 

. 2 

. 3 

4 

. 2 

. 3., 

,..(m-4) 

4 

2 

. 3 


2.3 

2 

. 3 

. 4 

2 

, 3 

. 4. 


2 

. 3 

. 4 

..(m+4) 

1 .2 

4 

. 2 

. 3 

4 

. 2 

. 3. 

... (m-l) 

4 

. 2 

. 3 


3.4 

3 

. 4 

. r> 

3 

4 

. 5.. 

... 

3 

. 4 

. 0 

.. (m+2) 

4 .2 

4 

. 2 

. 3 . 

1 

, 2 

. 3. 

... (m-1) 

4 

2 

. 3 


(n-1 )m 

(n- 

-1 ]ii 

m+4 

(?i -1 


(n-‘-m-3) 

(n-1 

'ri'n-i-2) . 


1 . 2 

4 

. 2 

.'3 

4 . 

2 

. 3 .. 

... fm-1! 

1 

. 2 

. 3 


n(n+4] 

n[n+l )(n+2j 

n n+ 

l)'n-.2]„ 

..(n+wi- 2) 

n(«+ 

l)(n 

*-2j.. 


4 .2 

4 

. 2 

. 3 

1 . 

2 

. 3 .. 

... m-i) 

4 

. 2 

. 3 



Formando ora la differenza ah , fra ì due numeri Ggurali di 

n— 1 V 

m* classe corrispondenli a n — 1 e n si trova 


0 *) = 




. ....(n-+-m— 3)(>i-i-m— 1 ) In- 

.‘ò im— I) • 

Mjn-4-1 ){»m- 2) (»-4-m — 2) 


1.2.3 .m—\) 


1 1 — 2 ) 

.2.3 [m — 1 }m 

i 

i 


uguale cioè al numero figuralo della classe precedente. Appli- 
cando adunque la forraola (4), ed osservando che si scorge 

che il numero figuralo di classe 


n[tn-1)(w-+-2) .... (w+m — 2)(n-1-»j — 1) 
1.2.3 [m — 1) . in 


è precisamente uguale alla somma dei primi n numeri figurali delia 
classe (m — Quindi cangiando m in m-+-l avremo; 


(u) s — irr^TTiTm — ^ 


njrt-f-l j(n-l-2)...(n-4-»j — !)(»H-m) 
i . 2~.~3 .... m~T(n»-l-t) 
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avremo le, somme dei 


e facendo Successivamenle m=2, 3, 4 

numeri flgurali di 2*. 3*. 4* classe : 

♦l'n+i ) n(n-H I )(n-+- 2 ) 


( 14 ) 


I 


1 . 2.3 


(a) 


n-4-l )(n-f-2) _w(w+1)(n-4-2)(n+3) 

~ T 72 . 3 ~ ~ r. 2T3TÌ"’' ’ 

g n(n4- 1 )(n+2)(fH-3'- nJn-4-1 ) (n-4-2) (n-+-3)[n-4-4) 

7. 2 73.4 ~ 7/2. 3 . 4 .5' 


Invertendo i numeri inseriti nella tabella precedente, e soppri- 
mendo Tultimo fattore m, che prima si trovava nel denominatore, 
e che adesso si trova nel numeratore, si riconosce facilmente, che 

le frazioni inserite nelle colonne 2*, 3*, 4* sono numericamente 

uguali alle differenze prime, seconde, terze delle frazioni inserite 

nella I* colonna. Quindi in virtù della formola (4) la somma delle 
' prime n frazioni inserite in ciascuna colonna sarà uguale alla dif- 
ferenza fra il 1" e il («- 1 -I)"'’ termine della colonna precedente, si 
avrà cioè : 

s J-.' ^ 

H u + i) )i-l-2'...(»-t-m— i (n 11 

ossia, volendo trovare la somma dei valori reciproci dei primi n 
numeri Ogurali di m* classe, si avrà moltiplicando per m : 


( 16 ) S- 


2 , 3 ... («I — ! jwj 
ij rt-t- 2 y...(»H- m — t , 


m I . 2 . 3 ... m — 2 m 

in — 1 («4 - 1 ...in-i-nt — 1 ) 


Ponendo successivamente m=2. 3, 4 • si avranno i risultali 

seguenti; 


, 1.2 1.2 i .2 1.2 2 

fi 1 1 I-....-I =2 , 

' ' 1.2 2.3 3.4 n;n- 4 -t jt-r-l 

1 . 2.3 1 . 2.3 1 . 2.3 1 . 2.3 3 1.3 

1 . 2.3 2 . 3.4 3 . 4.5 n;/i-t-l )^ji-*- 2 ) 2 («-Kl)[n-+- 7 )' 

1 . 2 . 3 . 4 ^ 1 . 2 . 3 . 4 ^ ^ 1 . 2.34 _4 2.4 

72 . 3.4 2.3.7o «(«-•- i 3 «-4-I ) ^n-t- 2 )(»;- 4 - 3 i ’ 


(a) Qiiesla foitrmla e.spnm^ il numero delle palle forma'ili una pil.i piramidale .1 b.a.w . 
lriangol,ire, la 2« fnrmola (8| e.iprime pure il minierò delle palle formanll una pila pi- 
ramidali! a base quadrala. I numeri ligurali della clas.se dicuusi triangolari, e quelli 
della 3* piramidali. 
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Supponendo poi n = « si avranno le somme di allrellante serie 
convergcnli : 


(18) 


111111 

i- 1 1 1 1 U =z1 

2 2.3 3.4 4.5 5.6 6.7 

I 1 1 1 1 _J^ 

2.3 '^2.3.4'^3.4.5"*'4.5.6'^ 5.6.7 4 ’ 

II 1 1 1 1 

2.3.4 2.3.*4.5 3. 4.5.6 4.5.6.7 ^ 5.6.7.S ”18’ 


Facciamo ancora un’applicazione della formola (3) allo sviluppo 
del prodollo di m fattori equidifferenti 

t 

){®-4-y— 2 ) (x-f-i/—m-4-2)(»-+-v— •"-+-< )• 

Cangiando la lettera n in a; si avrà : ‘ 


x{x — 1) , x[x — 1)(x — 2) , 

2 T 3 “o-*-" 


x(x — 1)...(x — r-t-l) , 


2 . 3 .... r 

quindi formando le differenze «j — Wj, au,— A^U j— A*Uj, 
troverà : 


SI 


««=t/ (v— ' ) (y— 2 ) (f/— 3) (y— 4)....(y— «H-2) (y— m-M ) . 
AUj=m.y(y-1 )(y— 2)(y-3)... (y— m4-3)(y-m+2). 
A*«„=m(m— 1 ).y(y— 1 )(y— 2 ) . (y— m-i-4)(y— m+3) , 
A^»o=m(ro— l)(m— 2).y(y— 1)...(y— nH-5)(y— m+4, 


AfUj=m(m— 1)... (m— r+1).y(y— 1)....(y— ni+r-+-1), 

A“~^u,=m(tn— 1)(m— 2)....3 . 2 . y, 

A“Ug=m(m — 1)(m — 2)... 3.2.1, 
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e Bosliluendo si avrà finalmente ; ' 

{1 9) u^=y[y— I m-f-1 )-\-mxy(y — 1 )(y — 2)....(y — m-4-2) 

Ttì I ì 

-I — ') y(y— <)(y— 2) ...(r/— CT4-3) 
m(m— 1)fm— 2) , 

■+■ 2 ^ 3 •)(«— 2).y(y— ra-t-4) 


. m ( m - l ) . fm - r - 4 - t ) , . , 

2.3 .... r ) < )- y ( y -< )-(!/-»»+'•+ 1 ) 

-4-mi(x— 1 )(x— 2).. (®— m-f-2).i/+x(x— I )(x— 2) ..(x— m-i-1 ). 
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CAPO SECONDO 


Mptodo d' interpolazione di Newton. - Costruzione ed uso delle tavole 
numeriche in generale e di quelle dei logaritmi in particolare. 


Quando sono dali m-t-1 valori di una quantità variabile w corris- 
pondenti a OT-+-1 dali valori della -variabile x, e che si sa essere u 
funzione intiera di x e del grado m, questa funzione rimane com- 
pletamente determinata, epperciò rimangono determinali i valori 
di u corrispondenti a tulli i valori di x. I metodi che si usano per 
determinare una tale funzione diconsi melodi d interpolazione. 

Il metodo più elementare, che può servire per un tal fine con- 
siste nellesprimere u nel modo seguente: 

l 

(201 tt= Aor"'+-Aix“'-*-f-A4.c" -- f .... , 

nel sostituire per x e m successivamente i loro m-t-1 valori, e nel 
ricavare dalle m-+-1 equazioni di 1“ grado così ottenute i valori dei, 

coefficienti Ao, Ai, Aj Am-i, Am. Questo metodo perfezionalo 

nel modo indicalo nel capo 1“ della parte I“"‘ conduce alla formula 
d’interpolazione di Lagrange. 

Ma se i valori dali di x sono m -+■ 1 numeri equidifferenti 

Xo, Xq-I-/», X|,-t-2/j Xg-f-*n/t, la formala (3) determinerà il valore 

di M corrispondente a ciascun valore di x, ossia sarà essa stessa 
una formula d’inlerpolazione, che ritiene il nome dell’illustre suo 
inventore Newton, il valore qualunque di x, che si considera, po- 
lendosi mettere sotto la forma ' 

Xfl-4-n/i = x, da cui si deduce n=z — - — ®, 


il valore corrispondente di « prenderà la forma seguente : 

va.., 
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Quantunque questa formola sia stala dimostrala soltanto per i va- 
lori positivi ed intieri di n ossia di - è tuttavia facile di as- 
sicurarsi, che essa determina anche il valore del polinomio (20) cor- 


rispondente a qualsivoglia valore frazionario o negativo di i~°> 

perchè l’eguaglianza dei polinomii (20) e (21) dovendo sussistere 
per gl’inGniti valori di x, che rendono positiva ed intiera la quan- 

tità — una tale eguaglianza non potrebbe aver luogo se essi 

non fossero identici (o). 

La forinola (21) ci da direttamente il valore di «„ corrispondente 
ad un dato valore dì x, ma se si voglia formare una tavola di questi 
valori, sarà più conveniente di servirsi delle formolo primitive (1), 

le quali, dopo averci somministrate le differenze amq, a*«„, a’«„ 

per mezzo di alcuni valori di u, ci condurranno per mezzo di suc- 
cessive addizioni o sottrazioni alla determinazione delle altre diffe- 
renze e di quanti si vogliano valori di u. 

Sia proposto per cs. di formare una tavola di ordinate della curva 
rappresentata dall'equazione 


y — X* — ix^ — 1 Oa:* -4- 48c — .24 ; 

essa ci servirà a determinare approssimativamente i punti d’inter- 
sezione della curva coll’asse delle t, ossia a trovare valori appros- 
simati delle radici deH’equazione di 4" grado in x, che si ha po- 
nendo p = 0, e ad altro uso, che indicheremo in seguito. 

Calcoliamo dapprima 5 valori di y corrispondenti a 5 valori di x. 
che per comodità, di calcolo prenderemo eguali a — 2, — t. 0, 
-4-1, -4-2, quindi formandone le differenze prime, seconde, terze 
e la differenza quarta si troverà 


y =-112. 


Ayy=3i), A’j/j,= i8, a 3(/^=— 36, A^y=2i, 


essendo nel nostro caso x^= — 2. La differenza 4* essendo determi- 
nata direttamente dalla formola (5), si avrebbe potuto calcolare un 
valore di meno per y, ma facendo cosi non si sarebbe avuta una veri- 
ficazione. Osserviamo ancora, che in virtù della stessa formola (5), 


(ai Vedi il limai» I» del capo 1“ dilla parie. 
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se si facesse crescere ® coslanlemente di un decimo o di un cente- 
simo, la differenza 4 * avrebbe un valore assai più piccolo, cioè 
nel t° caso sarebbe = 2 . 3 . 4 ( 0 , 1 )’ = 0 , 0024 , e nel 2 ° caso 
sarebbe A’y = 2 . 3 . 4 ( 0,01 )' = 0 , 00000024 . 

Quindi facendo uso delle formole (1) si potrà facilmente nel modo 
sovraindicalo calcolare i numeri inseriti nella tabella seguente ; 



V 

ày 



A’y 

-5 

611 

-475 

270 

-108 

24 

—4 

136 

-205 

162 

—84 

24 

—3 

-69 

-43 

78 

-60 

24 

-2 

-112 

35 

18 

-36 

24 

-1 

-77 

53 

-18 

-12 

24 

il 0 

-24 

35 

-30 

12 

24 

l! 1 

11 

5 

-18 

36 

24 

li 2 

16 

—13 

18 

60 


i' 3 

3 

5 

78 

84 

24 

4 

8 

83 

162 

108 

24 

'1 5 

91 

245 

270 

132 

24 


Per mezzo delle ascisse e delle ordinale inserite nelle due prime 
colonne potrà il lettore coslrurre la curva per punti e riconoscere 
che: 1* dal punto d’ascissa — 5 fino ad un punto vicino a quello di 
ascissa — 2 la curva discende incontrando l’asse delle x in un punto 
d’ascissa — 3,5 circa; 2° dal punto di ordinata mìnima sovraindicato 
fino ad un punto vicino a quello di ascissa -i-2 la curva ascende 
incontrando nuovamente l’asse delle x in un punto di ascissa +0,6 
circa; 3° dal punto d’ordinata massima sovraccennato la curva di- 
scende fino ad un punto di ascissa intermedia fra +3 e +4 per 
poi ascendere indefinitamente (a). 

Rimane adunque incerto se nell’intérvallo compreso fra x=r+3 
ed x = +4 la curva incontri in due punti l'asse delle x o non; 
ossia se l’equazione x’ — 4x^ — t0x’+48x — 24 = 0 oltre alle due 
radici reali, dì cui si è già riconosciuta I esistenza, ammetta ancora 
due radici positive comprese fra 3 e 4, ovvero una coppia di radici 

(a) La derivata di 2i essendo negativa per x—3 e positiva per 

ar=t, ne segue che la tangente, è discendente nel I» punlo ed ascendente nel 2v, e che 
fra di essi ve ne ha uno di ordinala minima minore di ó, in cui la langenle è parallela 
•ll’asse delle ascisse, il leitore tenga presente in questa discussione il teorema di Rolle. 
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immaginane. Per assicurarcene converrà calcolare alcuni valori di y 
inlermedii, che per maggior regolarità supporremo corrispondenti 

a valori di x equidifferenti di Basterà perciò calcolare diret- 
tamente 0 per mezzo della formolo (21) i valori di y corrispondenti 
ai valori successivi dì x 3,1, 3,2, 3,3; quindi per mezzo delle diffe- 
renze si troveranno gli altri, e se si troverà alla fine (per x=i)y=8, 
si avrà una soddisfacente verificazione di tutto il calcolo, i cui ri* 

■S. 

sultati si trovano raccolti nella ti^bclla seguente. 


X 

y- 

Aij 

aV 


aV 

3.0 

3,0000 

—1,1119 

0,2094 

0,0516 

0,0024 

3,1 

1,8881 

-0,9025 

0,2610 

0,0540 

0,0024 

3,2 

0,9856 

—0,6415 

0,3150 

0,0564 

0,0024 

3,3 

0,3441 

-0,3265 

0,3714 

0,0588 

0,00^ 

3,4 

0,0176 

-+-0,0449 

0,4302 

0,0612 

0,0024 

3,5 

0,0625 

-+-0,4751 

0,4914 

0,0636 

0,0024 

3,6 

0,5376 

-+-0,9665 

0,5550 

0,0660 

0,0024 

3,7 

1,5041 

-t-1,5215 

0,6210 

0,0684 


3,8 

3,0256 

-1-2,1425 

0,6894 



3,9 

5,1681 

-1-2,83] 9 




4,0 

8,0000 




1 


Non avendo ancora trovata un’ordinata negativa converrà calco- 
lare alcune ordinate intermedie fra le più. piccole 0,0176 e 0,0625, 
epperciò noi formeremo una terza tabella di ordinatele delle loro 
differenze corrispondenti alle ascisse 3,41 , 3,42 3,49. 


X 

y 

A.y 

A-y 

A^y 

, 

A‘y 

3,40 

-1-0,01760000 

—0,01317439 

376974 

5796 

24 ; 

3,41 

-+-0,00442561 

-0,00940465 

382770 

5820 

24 ! 

3,42 

—0,00497904 

-0,00557695 

388590 

5844 

24 i 

3,43 

-0,01055599 

—0,00169105 

394434 

5868 

24 1 

3,44 

-0,01224704 

-1-0,00225329 

400302 

5892 

24 'i 

3,45 

—0,00999375 

-1-0,00625631 

406194 

5916 

24 !i 

3,46 

-0,00373744 

-1-0,01031825 

412110 

5940 

24 

3,47 

-1-0;0065808Ì 

-1-0,01443935 

418050 

5964 


3,48 

-+-0,02102016 

-+-0,01861985 

424014 



3,49 

-+-0,03964001 

-1-0,02285999 




3,50 

-1-0,06250000 




• 
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Risulta dall’ispezione di quesl’ullima tabella, che la curva incon- 
tra elfallivamenle l’asse delle x in due punti d’ascissa intermedia 
fra 3,i e 3,’>, e costruendo questa porzione di curva in più grande 
scala si riconoscerà, che i valori approssimali delle radici dell’equa- 
zione x‘‘ — ia:’ — l 21=0 sono 3,414 e 3,464. (a) 


Quando la funzione di x esprimente u non è algebrica, oppure 
sebbene algebrica non è razionale ed intiera, non è più vero, che 
la differenza di un certo ordine sia costante. Ma se i valori attri- 
buiti successivamente ad x non comprendano quelli, che rendono 
la funzione infinita o discontinua, succede generalmente, che con 
approssimazione tanto grande quanto si vuole la differenza di un 
ordipe sufBcientemenle grande si può considerare come costante, e 
le seguenti come nulle. 

Consideriamo per es. la differenza 4* dei logaritmi dei numeri 
successivi X— 2, x—1. x. -c-t-t. x-f-2, e poniamo 

log(a;-2)=Uj, !ogfx-l)=u, , !ogx=tta. l>vg(.r-i-l)=U 3 log(x-f-2)=u^ _ 


avremo : 


■T^ix^ — 4 ) 
(x* 1 


A^«,=«,- 4»3-t-6u -4f.,-HH„=log 

='"?(>- ,V)—^ a'.r)- 

Questi due logaritmi (supponendo x>2) si possono sviluppare in 
serie convergenti, e si trova 


V,= - ^,-[ 64- ^ 


-4-- 


G3 




designando con M il modulo, il cui valore perla base 1 0 è 0,43429448.... 
Il valore assoluto di a'mj, essendo per i logaritmi di Briggs (suppo- 
sto x>IOOO) minore di 0,00000 00000 02606, si potranno calco- 
lare per mezzo di quattro o cinque logaritmi parecchi altri logaritmi 


(a) Si sarebbero trovali a nn dipresso gli stessi risotlali in modo più breve 
leoendo conio di 5 sole cifre decimali, trascurando por conseguenza la diffe- 
renza 4’, e coitstderando la differenza 3* come costante ed uguale a 0,00006; 
cosi facendo si sarebbe trovalo il valore di y corrispondente a 3,5 ugnale 

0,06375, che differisce dal vero di -"■ di millesimo, qaesl’errore è troppo 

piccolo per lasciare incerto il segno di nessun valore di y. 
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susspgjenli con 10 o 12 decimali esalle Iràscurando affallo la diffe- 
renza 4*, oppure considerandola come coslanle. 

Proponiamoci per es. di formare una tavola dì logaritmi con 10 

0 1 1 decimali dei numeri intieri inferiori a 2000. Nelle tavole di 
Kohler trovandosi già i logaritmi dei numeri primi Gno a 1811 
con 11 decimali, potremo farne uso per calcolare i logaritmi dei 
numeri non primi inferiori a 1811 (col sommare i logaritmi dei loro 
fattori) se non con 11, almeno con 10 decimali esatte. Ciò pre- 
messo, per calcolare i logaritmi dei numeri seguenti converrà che 
ci procuriamo direltauienle i! logaritmo di 1812 e quelli di 1813, 
1814, 1815, ovvero le differenze 1*, 2‘ e 3* di log 1812, ma non 
basterà ritenere 11 decimali, perchè nel formare le successive dif- 
ferenze gli errori si sommano e si moltiplicano, ci converrà piut- 
tosto ritenerne 14. (a) In quanto alla differenza 4‘ essa varierà fra 

1 due limili ■ e 770 ^ 7 ^ 24 e 16 unità della 14“* 

decimale, si potrà adunque considerare per i primi 30 logaritmi 
come costante ed uguale a 23. 

Per procurarci il logaril. di 1812 con 14 decimali osserviamo che: 
1® log 181 2 = log (4. 3. 1ol) = log4-l-log3-l-log 151 , 
r log 4 =-“ log 1 024:i 4- (3-l-log 1 .024) 

D O 

0,024— ~{0, 024)*+ 4-(0,024)5--f (0,024)* 

+ ~ (0,024)*- y (0,024)‘+ Y (0,024)’ 
=0,00205 99913 2796, 

3® log3 = |-log9=Y[l+log(l-0,1)] 


-^Fi 

M M 

M 


~n 

10 2.10*' 

3. io’ 

12.10**J 


II 

O 

12547 1966, 



' (n) Se si suppongono le qnatiro dilTerenze a’u„, e A^a,, erronea 

(ti una mezza unità (leirulliiiia decimale, la foroiuia (3) ci iodica, che l’errore 
massimo di Uq è espresso da 

-L r„+ , K»-J,X»-J) , «fe-l):n- 9X«-.3) l 

2 L -2 9.3 9.3.4 ]* 

Nel nostro caso supponendo «t^! 8 si avrebbe nel to^arilmo di 1830 un errore 
massimo dì 9 unità dell’l l'»'* decimale, ma si vedrà ciia l’orrore vero è essai 
più piccolo. 



1 
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Iog150 = log300 — Iog2 = 2+log3 — Iog2r=0,l7(ìn9 12590 5568, 


!5t 


i,- log. 5, =l.g.30-H.g (j; =l.gl ÓO+Ì ll[ -Jj + ^( 3 ^ 7 ) V 1 ( 5 ^)] 
nde sommando i logaritmi di 4, 3 e 151, si trova 
log 1812 = 3,25815 81933 4079. 

Avremo poi (applicando la formala (49) della parte 2*); 


ù log1812=2M 


Alogl813=2M 


A*logl812=2M 


A*log1813=2M 


1 

2025 


1/ '_V 

3 V3625/ 

I2. L/_^_V 

3027 "’"3 \3627/ 


:0,00023 96107 5471, 


3627 

362o 

' 1 

1 

3629 “ 

'3627 

1 6.M 


15.3627. 

.3629' 


=—0,00000 01321 2613, 


=-1-0,00000 00001 4560. 

Trovati cosi gli elementi della l* linea della tavola di cui si tratta, si 
deducono per via di addizione e sottrazione le differenze dei logaritmi 
seguenti ed i logaritmi stessi, che registreremo nella tabella seguente. 


Numeri 


1812 

1813 

1814 

1815 

1816 
1817. 
1818 

1819 

1820 
1821 


Logaritmi 


3,25815 

13,258^19 

3,25863 

13,25887 

13,25911 

13,25935 

3,25959 

3,25983 

3,26007 

3,26030 


81933 

78040 

72827 

66293 

58441 

49273 

38788 

26990 

i:3879 

99157 


4079 

9550 

2408 

7213 

8502! 

0789 

8565 

6298 

8133, 


23 

23 

23 

23 

23 

23 

2:3 

23 

23 


9392 23 


1822 

1823 

1824 

1825 

1826 

1827 

1828 

1829 

1830 


,3.26054 
3,26078 
3,26102 
1 3,26 126 
:3,26i50 
3,26173 
3,26197 
3,26221 
:3,26245 


83726 3574:23 
66686 i>355 23 
48339 9088 23 
28687 9103 23 
07731 9797 23 
85173 5184' 23 
61913 9795,23 
37054 7778 23 
10897 3318,23 


A 


913107 

94786 

93406 

92148 

90831 

89515 

88201 

86889 

85578 

84268 

82960 

81653 

80318 

79044 

77741 

76440 

75140 

73842 

72545 



5471 

1321 

2613 

:i 

4560 

2858 

13i9 

8053 

1 

4537 

4805: 

1318 

3516 

1 

4514 

1289, 

1316 

9002 

1 

4491 

2287, 

1315 

4511 

1 

4468; 

7776: 

1314 

0043 

1 

44451 

77:33 

1312 

55981 

1 

4422 

21,35' 

1311 

1176 

1 

4399; 

0959 

1309 

6777 

1 

4376: 

4182 

1308 

2401 

1 

4353; 

1781 

1306 

8048 

1 

4330 

3733 

1305 

3718 

1 

4307 

0015 

1:303 

9411 

1 

4284 

0604 

1302 

5127: 

1 

4261 

5477 

1301 

0866 

1 

4238 

4611 

1299 

6628 

1 

4215 

7983 

1298 

2413 

1 

4192 

5570 

1296 

8221! 

1 

4169 

7349 

1295 

4052, 

1 

4146 
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Volendo ora verificare i numeri deH’ullima linea si potrebbe fare 
per il numero t830 quel che si 6 fallo per 1812, ma per maggior 
coramodilà preferiamo di calcolare il logarilmo di 1836=2.3M02, 
che è espresso da 


logl 836 :ziìog2+2!og3+2+Mj^0,02- -y- 4- J 

= 3,26387 26768 6322, 

Alogl836 = 2Mj^,j---+-~^~yj=0,00023 64794 4058 


A*Iog1836 = — .. 
AMogl836 = 


431 


—= — 0,00000 01286 9629 


3673.3673' 

— ---— = 0,00000 00001 4000. 


3673 . 36'o .3677 

Quindi rclrocedendo si formeranno le differenze ed i logaritmi dei 
numeri precedenti 1836, che registriamo nella tabella seguente in- 
sieme ai logaritmi dei 4 numeri seguenti ed alle loro differenze. 


iNumeri 

l. 

Logaritmi | 

1 




1830 ^3.20245 10897 30(57 23 725-15 7120 1295 4112 1 4138 

1831 :3.262tiH 83443 0187 23 712.50 3'i08il293 9974,1 4115 

18532 ;3,2<)292 54<59;3 3195 253 699.5(5 30341292 5859,1 4092 

1833 13.26316 24M9 6229 23 68663 7175 1291 1767,1 4069 

1831 |3,26,339 9:i;iI3 340 ll23 67372 54084289 76984 4046 
1835 3,2636:1 60685 8812,23 66082 7710 1288 .3652,1 4023 

1838 Ì3.26387 26768 6522 23 647544 4058 1286 9629 1 4000 

18:i7 !3,2641() 91.563 0580l23 (53507 4129 4 285 .562911 :3977 


18518 .3,26434 55070 5009 

18519 .3.264.58 17292 3809 
1840 3;>()481 78230 0957 


23 62221 .8800 1284 16524 519.54 
2.3 605)537 71484-^82 76984 51931 
23 59654 9450,1281 .3767Ì1 3908 
I valori del logaritmo di 18510 calcolali in questi due modi dif- 
ferendo appena di 3 unità della 12* decimale, possiamo riguardare 
il nostro calcolo come suftìcientemenle vcriticalo. Adottando poi per 
differenza 4* 22 si potrà proseguire il calcolo dei logaritmi fino a 
quello di 1854, quindi calcolando il logarilmo di i862=98.19, che 
è uguale alla somma <lei due logaritmi seguenti: 


Iog98=logi02 — 26 j 0,02-+- 


( 0 . 02 )^ 

3 


: 0.024 


, cogoli’ j 


log 1 9 = -^ log 3G1 = -^ H-log 2-+ Icg 3-+M 
<4 z 


[721+ U-li)] 
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e le differenze 1*. 2* e 3*, e retrocedendo fino a 1854, si avrà 
un’altra verificazione, poi si andrà innanzi fino a 1880, ecc. 

Trascurando le Ire ultime cifre, che non sono esatte, si avrà 
finalmente la tavola domandala, dì cui abbiamo calcolata la parte 
seguente, (a) 


Numeri 

Logaritmi 

A 


1811 

3.25791 84503 1 

23 97430 3 

1322 7 

1812 

3,25815 81933 4 

23 96107 6 

1321 4 

1813 

3,25839 78041 0 

23 94786 2 

1319 7 

1814 

3,25863 72827 2 

23 93466 5 

1318 3 

1815 

3,25887 66293 7 

23 92148 2 

1317 Ó 

1816 

3,25911 58441 9 

23 908:31 2 

1315 4 

1817 

3,25935 49273 1 

23 89515 8 

1314 1 

1818 

3,25959 38788 9 

' 23 88201 7 

1312 5 

1819 

3,25983 26990 6 

23 86889 2 

1311 1 1 

1820 

3,26007 13879 8 

23 85578 1 

1:309 6 

1821 

3,26030 99157 9 

23 81268 5 

1308 3 ; 

1822 

3,26051 83726 1 

23 82960 2 

1306 9 

1823 

3,26078 66686 6 

23 81653 3 

1305 3 1 

1 1824 

3,26102 48339 9 

23 80348 0 

1303 9 ■ 

j: 1825 

3,26126 28687 9 

23 79044 1 

1302 6 i 

il 1826 

3,26150 07732 0 

23 77741 5 

1301 0 ! 

1827 

3,26173 85473 5 

2:3 76440 5 

1299 7 i 

1828 

3,26197 61914 0 

23 75140 8 

1298 3 I 

1 1829 

3,26221 37054 3 

23 73842 5 

1296 8 1 

1830 

3,26245 10807 3 

23 72545 7 

1295 4 i 

1831 

3,26268 83143 0 

23 71250 3 

1294 0 • 

1832 

3,26292 54693 3 

23 69956 3 

1292 6 

1833 

3,26316 24649 6 

23 68663 7 

1291 1 

1831 

3,20339 93313 3 

23 67372 6 

1289 8 

1835 

3,26363 60685 9 

23 66082 8 

1288 4 

1836 

3,26387 26768 7 

23 64794 4 

1287 0 

1837 

3,26410 91583 1 

23 63507 4 

1285 5 

1838 

3,26434 55970 5 

23 62221 9 

1284 2 

1839 

3,26458 17292 4 

23 60037 7 

1282 8 

1840 

3,26481 78230 1 

23 59654 9 

1281 4 


(a) Quantunque questa tabella contenga soltanto 50 logaritmi, si può tuttavia coi* 
l'aiuto di essa e di una tabella di logariinii di alcuni numeri primi calcolare il Ioga» 
fHwo di un numero qualunque, come sarà spiegalo nella noia 111. 
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Passiamo ora ad indicare brevemente la ^costruzione delle tavole 
trigonometriche ed in particolare di quella dei seni naturali, sup- 
poniamo di più per fissare le idee, che si vogliano ritenere dieci 
decimali. Per gli archi minori di 1“ si può far uso delle serie le- 
nendo conto soltanto dei due primi termini. Per gli archi .mag- 
giori di 1“ la formula 

dicendo h la differenza costante dell’arco, ponendo invece di UjSen(l 6), 
seni®, sen(l®-t-A) . ... sen(« — h), ed osservando che si ha 

A*«j=scn(t ®-4-A) — 2sen 1 ®-t-sen{ 1 ® — h) 

=2senl®cos/j — 2sent®=— ^2sen seni®, 

ci dà : 

sen(1®-+-ò)=:sent®-t-|^sen1® — sen(1®— /»)|— ^2sen~^ seni®, 

sen(1 ®-|-2/»i=:sen( I ® -t-/r)- 4 -|^seii( 1 ®-t-/»)— sen 1 ®J— ^2sen sen(1 ®-t-A) , 

sen(1®+3/»)=sen(l®+2/j)4-rsen(1''+2A) — sen(r‘'*'/*)l— ^2sen-^^ sen(1®-+-2ft). 


8en(<*-f-A)=sen«'t-j sen«— sen(«— A) j— ^ 2sen — ^ scn*. 

Se l’arco /* è uguale ad 1' o minore, si potrà porre invece di 

2sen-^ la lunghezza dell’arco A, ed anche considerare il fattore ' 

variabile della differenza 2" come costante per ogni decina di mi- 
nuti primi, ed uguale al suo valore medio scn(«-t-o'), il cui va- 
lore approssimato è sen«-|-o|^sen« — sen(«— I')j. Al di là di 60“ si 
calcoleranno i seni per mezzo dei precedenti mediante la formula 

sen ( 00 “- 4 -«) = sen (60“ — «) -f- sen*. 

In quanto alla costruzione delle tavole dei logaritmi dei seni ci 
limiteremo a dire, che la formola (79) della parte 2* ci dà la dif- 
ferenza 1* di sena, e che la differenza 2* di sen (a — A) essendo 
espressa da logsen(a-i-A) — 21jgsena-t-logsen(a — A) 
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, scnf.<-f-/iìspiifa — II) , spiì*rfCOf.^/i — cns*«scn*/j 

— log - . ^ L-—^- ' r= log 

spira seira 

. / spn*/( \ ,.r sen*/i I sen'/i 1 

:logl 1 — ^ ■■ T“ -1- -T- - -, + I 

\ seira / I spira 2 sen'a j 


si puè considerare come coslanle per parecchi archi consecutivi, 
purché l'arco h sia sufficientemente piccolo, e non troppo piccolo 


l’arco a. 


Quando per mezzo eli una tavola numerica contenente i valori 
di f^x) corrispondenti a valori di x crescenti di una quantità co- 
stante k si vuol calcolare il valore di fix-i-nh), essendo n una 
frazione propria, la formella (3) determina esattamente il valore 
della funzione, se essa è un polinomio intiero; nel caso contrario 
esso determina fix^-hnh] con un certo grado di approssimazione 
purché si possa considerare con sufficiente approssimazióne come 
nulla ossia trascurahile la -differenza di un certo ordine. Ciò si ve- 
rifica sempre quando per molli successivi valori di x le differenze 
f‘, 2*, 3* .... hanno segni costanti e per conseguenza sono decre- 


scenti. Infatti i loro coefficienti n, 


n(n~\) 2 ) 


essendo 


2 2.3 

uguali ai termini della serie convergente, che esprime (l-t-l]'>, molti- 
plicati per numeri decrescenti formeranno una serie a furlinri con- 
vergente. Se di più le differenze sieno assai rapidamente decrescenti, 

« 11 — l) »(n — I )(n — 2) 


siccome i valori assoluti dei coefficienti 
— I j(n — 2)(» — 3) 


2 . 3 


2 . 3. 4 


(supponendo sempre I>m> 0) sono rispet- 


tivamente minori di - 7 V, (a), succede sovente che si 

S lo 24 

può trascurare a’iij, od anche nel 1 “ caso si avrà: 

« — 0 » 


ossia: tt — /(jO— «,!■+ 


T — X,, 


All,, 


2 h 




(o) Il prodoUo dei due fatlori n e I— n, la cui sorema é 1^ é massimo per epper- 

ciò il valor massimo di ^ è uguale ad ; in quanto ngli altri coeSicienli con- 
Il 8 

sulli il lellore la tavola X [CorIpcicnUn der I, 2, 3, 4, und a diffnem beim...-) che si 
trova iu due Uclte tavole di hòliler. 
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e caso si avrà più semplicemenle : 

u^=/ia;„ + nft)=H,|-4-nA«„, ossia 

L’ullima uguaglianza Iradolla in proporzione ci dimostra la regola 
ordinaria delle parli proporzionali, che consiste nel considerare 
entro stretti limili l'accrescimento della funzione come proporzio- 
nale all’accrescimento della variabile, ossia nel sostituire ad un 
piccolo arco di curva la sua corda. L’eguaglianza precedente, che 
ci dà u espresso per mezzo delle due potenze di x, geometrica- 
mente interpretata ci conduce a sostituire all’arco della vera curva 
(rappresentata dall’equazione u=f[x)) compreso fra i punti di ascissa 
■Ty ed -+- 2/( un arco di parabola di 2“ grado (il cui asse sia 
perpendicolare a quello delle ascisse) passante per i tre punti di 
ascisse x„, x^^-^-h, T„-t-2/t e di ordinale «g. t»j. u. 

La differenza 2‘ dei logaritmi di Briggs dei tre numeri conse- 
cutivi N. N-t-1 . N-+-2 essendo espressa da 








'{N-f 11 



quantità numericamente minore di 0,000000434 per N>I000, e 
minore di 0,00000000434.... per N>10000, -^A*logN sarà asso- 

O 

lulamenle trascurabile, se si usano le tavole di Calici o di Kohler; 
si può quasi dire lo stesso per quelle di Lalande, perchè l’errore 
di una mezza unità della 7™* decimale non è punto maggiore di 
quello dovuto all inesallezza dei logaritmi proveniente dall’omissione 
delle cifre decimali seguenti la 7"'“. Ma se si volesse far uso di 
tavole meno estese in quanto ai numeri, ovvero contenenti maggior 
numero di cifre decimali nei logaritmi, bisognerebbe tener conti 
della differenza 2* ed anche della 3‘, 4‘.... secondo i casi. 

Supponiamo per es. che si voglia calcolare per mezzo della tavola 
da noi formala il logaritmo di v con 10 decimali. Dividendo »■ per 
nn numero D compreso (astrazione falla dalla posizione della virgola) 

18^ ^ quoziente Q compreso fra 181 1 e 1841 ; 
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trovalo logQ si avrà poi logx=IogD-f-logQ. Nel nostro caso si 
può prendere D = 173, e quindi si ha; 



0,01813 9493104, «o = log1813, nrrO, 9493104 
—5+log173-t-logl81 0+0,94931 04X0. 0002392U82 
_^ o.9i»i:iixi.or.o>9 ^o„oo,o 


trascurando la differenza 3‘, perchè essendo minore di 15 nnilà 
dell’1 1“* decimale si riduce ad esser minore di nn’unilà dopo averla 
moltiplicala per il suo coefficiente. Eseguendo le operazioni indi- 
cale si trova logx= 0,4971 4 98727. 
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CAPO TERZO 


Appi cazìone del calcolo delle differenze 
alla risoluzione numerica dello equazioni algebriche e trascendenti 


Quando si vogliono trovare le radici reali irrazionali di un’equa- 
zione algebrica. a coefficienti numerici conviene prima di tulio deter- 
minare i limiti, fra cui esse sono comprese, quindi separarle ossia 
trovare per ciascuna due numeri che la comprendano. Queste due 
operazioni si possono eseguire contemporaneamente sostituendo nel 
primo membro dell equazione invece di x numeri intieri o frazio- 
narii equidifferenti, c calcolando i risultati di queste successive so- 
stituzioni nel modo che è stalo indicato sul polinomio particolare 
X* — 4a5* — 1 0o:*-t-i8a; — 24. 

Facendo questi calcoli , se si troverà per x un valore o-^ tale , che 
renda il primo membro j/„ e tutte le sue differenze Ai/^, a\, a\... 
positive, si potrà affermare che rd-t-fm— 1 h è un limite superiore 
algebrico delle radici, dicendo A la dilVerenza costante di a; c m il 
grado dell’equazione. Infatti supposto n = m — 1 oppure n>m — t, 
è chiaro che 




n 11 — I 




n{n — 1 )...(n — m-*-1 ’i 


sarà quantità positiva, ossia che il primo membro dell’equazione non 
potrà diventare nullo per valori di x maggiori di — 1)A, ossia 

ancora che questa quantità è algebricamente maggiore di qualsivo- 
glia radice reale dell’equazione proposta. (1) 

Per l’equazione particolare 


x' — ix^ — 1 0t*-+-48x — 24=0 


avendo riconosciuto, che per A=l e per x=3 il 1° membro e le 
sue differenze sono positive, si può dire che 3+3.1 =6 è un limite 


(a) Si può anche dimostrare che se y, Ay, A*y , A^y , hanno segni 

alternali, (m~l)A è un limile inferiore algebrico delle radici. 
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superiore delle radici porilive. E dopo aver trovalo, che per ft=0,1 
ed x = 3,4 sono verificale le slesse condizioni, si avrà un nuovo 
limile 3,4-f-0,3=:3,7. E finalmente essendo pure verificale le slesse 
condizioni per /» = 0,01 ed ® — 3,47, si potrà affermare, che 
3, 47 -4- 0,03 = 3,5 è anche un numero superiore a lulle le radici 
positive. Si noli clic quesl’ullima asserzione è indipendente dai cal- 
coli falli per valori di x minori di 3,4 o maggiori di 3,47. 

Dopo aver separale le radici volendo procurarci valori più ap- 
prossimali di esse dovremo proporci il seguente quesilo: Dali due 
valori di X a e a i- li comprendenti fra di loro una radice a-l- *, 
trovare il valore di » con un dato grado d’approssimazione. - 

Supposto per es. /»=<), 1 si potrà per una prima approssimazione 
adoperare il metodo delle parli proporzionali , stabilire cioè la pro- 
porzione seguente : 

F (a -f- h) • — i’ «; : : — F («ì : a. 

Sia (fig. r> M il punto, che ha per coordinale OP=a e PM=F(«), 
M' il punto di ascissa OV=a-{-h e d’ordinata P'àl’=F(o-t-/i), fl il 
punto d’incontro della corda MM' coll’asse OX, I il punlo d’incon- 
tro della curva collo slesso asse, il metodo sovraindicalo equivale 
al considerare per approssimazione la retta PI come uguale a PH. 

Il metodo d’approssimazione più generalmente usalo è quello di 
Newton, che consiste nell’esprimere che o-t-« è radice dell’equa- 
zione proposta, la quale prende la forma 

F(a-4-«)=F(a)-^«F'(a)-+- f F"(a)-+- 
Ricavando da quesl'equazione la prima potenza di » si trova: 


( 22 ; «— 2 F'(a) 2.3 F'(n) "" ’ 

trascurando quindi i termini conlenenli **, per essere questi 

t 1 

nella maggior parte dei casi minori di —, di (suppo- 
nendo -|-F"(o)<F'(o), ~F'’'(a)<F'(o) ) si avrà • ap- 

1 1 

prossimato a meno di Ma se -F"(a) fosse notabilmente 
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maggiore di f'(o), l'approssimazione suddetta non si otterrebbe sup- 
ponendo soltanto a approssimato a meno di —, e bisognerebbe fare 

delle sostituzioni intermedie, cosicché si abbia per es. 

P'tV 

allora diventa mollo ■più probabile, che minore se non 


di 


1 


almeno di 


i 


10000 " “ 1000 ' 

Trovalo un valore a! di x più approssimato alla radice che non 
fosse ft, applicando di nuovo lo stesso metodo, si avrà un nuovo 

r(«") 


■ a", e quindi un altro ancor piu ap- 


valore «' — yrr} - 

K«) 

prossirr»alo, e cosi di seguilo. 

Qucslo metodo georaelricaniente inlerprelalo equivale allo scam- 
biare il punto 1 col punto d’inconlro T della langeule MT col- 
r asse OX. 

Adoperando per una prima approssimazione ambedue i melodi, 
si avrà il vantaggio di ottenere quasi sempre (£») due numeri, fra 
cui la radice cercala è compresa; quindi preso per a' un numero 
intermedio si procederà innanzi col metodo di Newton, avvertendo 

anche di valutare approssimativamente il termine — — 77 ,, onde 

2 r (a) 

conoscere il grado d’approssimazione già ottenuta. 

Proponiamoci per es. di calcolare la radice della sovracilala equa- 
zione, che è compresa fra 3,4tì e 3,47 a meno di un millesimo- 
Si troverà, ponendo arrS.ib; 




t),00658à82-+-0,00;n37ii 


O.S'2774'i 


(é) Se fra i pimli M e M' (fis. 2>) esislesse un punto d'innpsso, il punto I poireblie 
lrt)v.irsi sul prolunsanicnlo di UT, ma per compenso essendo allora il valor numorito 
di F"(a) assai piccolo, fra l’arco, la corda e la langenle vi sarebbe minor distacco, che 
Don nei casi ordinarìi, cppciciò I cisulUU oUbuuU sareblK;ro piuUoslo p/ù anzi che meno 
approssimali. 
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Assumendo « ::r 0,004 si avrà o'rrr 3,464, ed il nuovo valore più 
approssimalo della radice sarà 


F'3 4G4) 

a''==3.404—pji^^'^^=3,^6i^-0,000^ 02=3,4641^ 


0 con maggior numero di decimali a''=3,464i01943. Calcolandola 
parie principale dell’errore, che vale 


_ (MOO 1^)* 




si riconosce che a"=3,464l02 ha il richieslo grado d’approssima- 
zione; si può anzi rilenere come approssimalo a meno di un de- 
cimilionesimo il valore corrello 3,4641017. 


Quando l’equazione F(j)=0 contiene radicali ovvero quantità tra- 
scendentali si può tuttavia applicare ad essa il principio dimostralo 
per il caso ordinario, in cui F(x) 6 un polinomio intiero, che cioè 
l’equazione ha almeno una radice compresa fra n e ò se F(n) e F(ò) 
hanno segni conlrarii. Infatti, purché F(a) varii in modo continuo fa- 
cendo crescere continuamente a; da a fino a b, se si costruisce la 
curva rappresentata dall’equaz one t/=F(x), la parte di essa compresa 
fra il punto d’ascissa a e quello d’ascissa h (i quali punti avendo ordi- 
nate di segno contrario sono situati l’uno al disopra e l’altro disotto 
dell’asse OX) sarà continua, ed incontrerà necessariamente l’asse 
deile X in un punto d’ascissa intermedia fra a e b. 

Supponiamo, che sostituendo successivamente in F(x) x^-i-h, 
r„-l-2A, Xy-l-S/t, .... e sviluppando in serie le differenze 1", 2*, 3*... 
si sia riconosciuto che una di queste differenze si possa con un certo 
grado d’approssimazione considerare come costante ; si potrà allora 
applicare a F(x) la formola (3). E.^primendo adunque con nh=n{b—a] 
rincognito accrescimento da attribuirsi ad n per avere la radice com- 
presa fra 0 e ò, si avrà: 

F(a)-4-n . aF(q)-4- . a 4- (a)-|- .... =0 , 

ossia F(n)-»-n[F(b)— F(o)]-4-’^^~^-[F(2ft— u)— 2F(ò)-+-F(a)]-<-...=0. 
onde si deduce: 

/ciox _ —*■(") n(»i— 1) F(26— a)— 2F(6)+F(a) 

F(ò)-F(a) ■■ - 
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Trascurando provvisoriaraenle la differenza si avrà un primo va- 
lore approssimalo di n che è P®’' niezzò del quale si potrà 

(rt I ) 

valutare approssimalivatnenle il fattore « - , - della differenza 2* 


e si avrà cosi un secondo valore approssimalo di n; si potrà poi anche 
in simil modo tener conto della differenza 3‘ e trovare nii terzo va- 
lore ancor più approssimalo di »j c cosi di seguilo. ' 

Sia proposto il seguente problema geometrico : 

Determinare in un circolo di raggio 1 un segmento di area equi- 
valente a quella di un settore dato. 

Sia « Tampiezza in gradi dell’arco del settore, x quella dell’arco 
del segmento, l’equazione del problema sarà ; 


s-a; 

360 


sena; _ ^ 

360'’ 


ossia 


^(.r— a) 


180 


seti ^ErrO. 


Il primo membro di quest'equazione è evidentemente funzione con 
linua 'di x, e la questione proposta ammette una sola soluzione cor- 
rispondente ad un valore di x compreso fra « c «- 


180 


. Dopo 

aver trovati due numeri intieri successivi per x, che diano risultati 
di segno contrario, si potrà applicare la formola (23) trascurando la 
differenza 3*. Infatti nel capo precedente abbiamo già trovata la dif- 

/ 

ferenza 2* di sen(x—/t) espressa da — i 2sen-;-l seno:, si avrà 
adunque per /*=!": 

A* 5 ona;= — ^2sen sen (.th-ì'’), 

A^sena: = ~^2sen [sen (x-1-2'’) — sen (x-hì*)] 

= -{2 sen cos(x f- 


Il valore assoluto del prodotto — ^A^senx essendo mi 

_(2sen±y 


minore 


15 

siooe trascurare. 


= 0,00000035, si può con assai grande approssimà- 
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Sia per es. *=30", si traili cioè di determinare un segmento di 
circolo di area equivalente, alla IS'"" parte di quella del circolo; 
considerando un po’ attentamente la figura si riconosce, che x è 
poco difTerentc da 90°; quindi servendosi di una tavola di seni o 
di corde (e per i primi tentativi del regolo calcolatore) si trove- 
ranno i risultali reguenli : 


j- = 90", 
a: =85°, 
x=87°, 

X = 88°, 

x = 89°. 


^(90—30) 

fsó 

180 


— scn 90° = -t- 0,0472 ; 

— seti 85* = — 0,0362; 


_ sen 87* = — 0,0037918; 


:r(88— 30) 
180 

!t(89-^0) 


• scn 88° = - 1 - 0,0129002; 

• sei) 89*= -1- 0.0299066. 


È adunque x compreso fra 87° e 88° ossia x = 87*-i-n; il primo 

0,0037918 


valore di n si trova essere 


"0,0106920 


0,227, che sostituito nel 


2* membro deH’eguaglian/.a (23) ci dà un secondo valore assai più ap- 

, 0,00000033 

prossimalo di 7». che ò «=0,2288 con errore minore di 

0,0166920 

ossia minore di un mezzo derimillesimo L’ampiezza dell’arco del 
segment»- sarà adunque 87°, 2288=87° 13' 44". 

Per secondo esempio proponiamoci di trovare il valore numerico 
di X che soddisfa all equazione 


sj t 

4 .r-l — 10= 10, 

senza far svanire i radicali, di cui considereremo soltanto i valori 
aritmetici. Operando dapprima col regolo calcolatore troviamo i ri- 
sultali seguenti : 

3 __ i 

x=15, 2J/ 1 4 -I- p/^223 — 10= — 1,26; 

3 _ 4 

x = 20, 2|/19-l-l/401 -^10 = — 0,19; 
s _ t 

* = 2I, 21/20 -f- 1/442 — 10 = -(-0,01. 
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Calcolando poi con sei decimali i valori di i/„ del 1* membro 
corrispondenti ai tre valori di x 20,9, 21, 21,1, avremo; 

x„=20,9, y„=— 0,005902, 

Ay«= 4-0,019969, 

x,=21.0, y,=-4-0,0 14007, — 0,000055. 

Ay,=-f 0,019914, 

x,=21,l, yj=-t-0,033921. 

Si avrà adunque per primo valore di n 0,298 

» secondo » 0,29828 

e finalmente a; = 20,9 -f- 0,1 X 0,29828 = 20,929828 
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COMPLEJIEMI D’ALGEBRA E DI GEOMETRIA MALITICA 


PARTE QUARTA 

Coortliiialc liueari ed Involuzione 


CAPO PRIMO 

Cuonìhiale lineari ili una retla. - Equazione ilei iiuiilo. - Identità 
delle curve di classe con quelle di 2“ ardine. - Massimo tiu- 
muro di tangenti comuni a due linee di 2“ ordine. 

Una curva si può consulcrarc come il limile di un poligono infi- 
nililalero ad essa circoscrillo, ossia come il luogo geomelrico delle 
successive inlersezioni delle sue langcnli. Quando adunque sia dala 
la relazione csislenle fra due quaulilà variabili, che determinano 
una qualunque delle sue langcnli, la curva si può riguardare come 
complelamenle delcrminala. Le variabili che servono a determinare 
una langenle ossia una linea velia, diconsi coordinate lineari di 
quella rolla. L’equazione, che vincola fra di loro le coordinale li- 
neari di ciascuna retta langenle ad una curva, dicesi equazione 
della curva in coordinale lineari; e secondo che quest'equazione è 

di 2°, 3° m“ grado la curva si dice di 2‘, 3* m* classe. 

Se la curva si riduce ad un punto unico, le coordinale lineari 
delle rette passanti per esso saranno pure vincolale da una certa 
relazione, che si dice equazione del punto. 

Le più semplici quantità, che determinano una retta riferita a 
due assi coordinali, sono le distanze delforigine dai ponti d'incontro 
della retta stessa cogli assi coordinali. Ma questa scelta non è la più 
opportuna (perchè ci condurrebbe ad un’equazione di 2* grado per 
rappresentare un punto), c preferibili sono i valori reciproci delle 
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disianze stesse, che noi adotteremo per ora quali coordinale lineari, 
e designeremo colle lettere p e q. 

Per trovare l’equazione del punto A (fig. 3*) di coordinale « e /} 
consideriamo la rolla PQ passante per esso , la cui equazione ordi- 
naria è 


OP OQ ’ 

introducendovi le sovraindicale notazioni ossia ponendo - q— = p, 

— ^ po* esprimendo la condizione di passare per il punto A, 

si otterrà la seguente equazione ; 


( 1 ) 


«p -t- /37 = 1 . 


Quest’equazione caratterizzando tulle le rette PQ, P'Q', P'’Q" 

che passano per il punto A, si dice equazione del punto A. 

Volendo coslrurre il punto per mezzo della sua equazione si dia 
a p un valore arbitrario, e calcolalo il valore corrispondente di q si 

1 1 * 

portino sugli assi le lunghezze ^ si uniscano insieme 

le loro estremità; ripetuta la stessa operazione per un altro valore 
di p si avranno due rette, il cui punto d'intersezione è quello ap- 
punto che si trattava di coslrurre. Questa costruzione diviene iden- 
tica con quella della Geometria Analitica ordinaria qualora si ponga 


i 1 

successivamente; </ = 0, p = — ; p=0, q = — ; infatti si dovranno 

« p 


allora portare sugli assi le distanze finite « e /3 e le infinite e 

unire i punti corrispondenti, vale a dire portare OR = «, OS = ^, 
e per i punti R e S condurre due rette parallele agli assi, che 
s’incontrano in A. 

Quando sono date le coordinale lineari .di due rette, se si vuole 
trovare l'equazione del loro punto d’incontro, si sostituiscano nel- 
l’equazione (I) successivamente p' e q', p" e q" invece di p e </, 
si deducano da queste due equazioni i valori di « e di p, e sosti- 
tuendoli nell equazioue (1) si troverà l’equazione cercala 

( 2 ) q-q'=f^{p-p') 
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perfellamenle analoga, com’era facile a prevedere, all’equazione della 
retta, che passa per due punti dati. 

La tangente all elisse riferita a due diametri coniugali rappresen- 
tala dall'equazione 



a h 

incontrando gli assi alle distanze — c dall’origine, se i loro 

X 1J 

valori reciproci si designano con j> e q, avremo: 
x = ap, !i = b^] 

sostituendo poi nella equazione surriferita dell’elisse si ottiene la 
seguente 

(3) aY-hby=\ 

equazione dell’elissc in coordinale lineari. 

Più generalmente sìa 

Ay*-4-2B ri/-t-(ia:*-t-2Dy-t-2EX't-F = 0 

l’equazione generale delle curve di 2® ordine, l’equazione della tan- 
gente, dicendo X c Y le coordinale correnti, sarà 

(A//-t-B.r-4-D) Y-4- (l{(/-t-C.c-t-E)X-f Di/-t Ea--t-F = 0 ; 

facendovi successivamente X = 0 e Y = 0 per trovare le disianze dei 
suoi punti d incontro cogli assi dall’origine ed eguagliandole rispel- 
t l 

livamenle ad ^ e ad ~ si otterranno le seguenti equazioni: 

(4) ll//-»-C.'C'f-E-t-p(D,i/-l-E.r-t-F) = 0 , 
Ay-(-Bi-t-D-t-7(Di!/-t-E.i:+F) = 0. 

Ponendo l’equazione della curva sotto la forma 

(.\y + Bj;-4-D]j/-l-(Bi/-t-rx +-E)a:+-ng + Ex-t-F =0, 

quindi sostituendovi invece dei Irinomii Ay-fBa -l-D, B;/-1 -C.t- 4-E i 
loro valori tratti dalle precedenti, si avrà (sopprimendo il fattore co- 
mune Di/-f-E.x’-t-F) una 3‘ equazione del 1® grado soltanto fra a- e i/; 

(5) =0. 
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Quindi eliminando x e y fra queste Ire equazioni si troverà la 
seguente equazione ra;)presentanle le sezioni coniche io coordinate 
lineari : 


( 6 ) 


i B-f-pD C-t-pE E-t-pF 
I A— B-t-jE 
! 7 P — ’ 



Osservando ora che i lerniini di 3“ grado si elidono e che il termine 
indipendente è B* — AG, ne conchiuderenio ; 1° che l’equazione 
ili qualunque sezione conica in coordinate lineari è di 2" grado, 
ossia che le curve di 2» ordine sono curve di 2‘ classe; 2® che 
l equazione della parabola in questo sistema di coordinale lineari 
manca del termine indipendente, il che si polea prevedere sapendo 
che la parabola ammette delle tangenti, che incontrano a distanze 
intinile ambedue gli assi e che perciò hanno nulle ambedue le pro- 
prie coordinate lineari. 

I*er dimostrare poi la proposizione inversa, che cioè le curve 
di 2* classe rappresentale daU’eipiazione generale 


(7) Al/* ■+■ 2<7)i/ Cp* -h ìDq -r- 2Ep -s- F =: 0 


sono curve di 2“ ordine, consideriamo due tangenti (p, q), p\ q') 
il cui punto d’incontro, designando con P e Q le coordinale lineari 
correnti, ha per equazione 


( 8 ) 


Q 


q= p_;/, 

p -p 


essa si cangierà in quella del punto di contatto facendo coincidere 
le due tangenti col porre p'=p, q'=q. Ma prima converrà tras- 
formare il rapporto come si fa per il suo analogo A— 

nello slahilire rcquazione della tangente, e si troverà cosi l’equa- 
zione del punto di conlallo 

(9) (A</-t-Bp+D)0-+-(Bi7-4-Cp+E)I’-4-Di/-r-Ep-+-F = 0, 

• » 

Ponendo successivamente P=0 e Q=0 ed invertendo i valori cor- 
rispondenti di Q e di P, si avranno (in virtù di ciò che sopra si è 
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detto sulla costruzione del punto) le coordinate ordinarie del punto 
di contatto 

/ift, 

fìq [ Ep \-l< D^-f-Ep+F 

Fra queste due equazioni c la (7) eliminando p e 7 troveremo collo 
stesso procedimento requazione di 2 “ grado In coordinate rettilinee, 
che. rappresenta la curva (7) di 2 * classe, onde rimane dimostrata 
l’identità delle curve di 2 * classe con quelle di 2 “ ordine. 


In alcuni casi sono più vantaggiose le coordinate lineari introdotte 
da Chasles, sebbene meno semplici che quelle di l’Iùcker, di cui 
finora abbiamo discorso. In questo sistema ()i(i generale di coordi- 
nate lineari si prendono per coordinate della retta PQ (tìg. -i*) i 


AP 

rapporti 



dei segmenti, io cui la retta stessa PQ di 


vide le parti degli assi coordinati comprese fra l’origine e due punti 
fissi A e B. La retta fis.sa AB dicesi base. Se la retta incontra l’asse 
delle X al di là di A, come succede per la retta P'Q', il segmento AP' 
si considera come negativo , cpperciò la sua ascissa lineare espressa 
AP' 

da — -qP" è negativa e numericamente minore dell onità. Se la 


retta incontra l’asse OX nel suo prolungamento, come succede per 
la retta P"Q", si’ considera come negativo il segmento OP", e l’ascissa 

AP" 

lineare della retta P"Q" espressa da ~'^(r è numericamente mag- 
giore dell’unità. Se finalmente la retta passa per A , la sua ascissa 
è nulla. 

Queste nuove coordinate lineari hanno colle precedenti relazioni 
semplicissime. Esprimendo con «eoi rapporti ; 


AP _O A-OP _ OA __ BQ LO^B— OQ_ OB 
0> " OP ~ OP ÒQ OQ ~ ÓQ 


ponendo OAcro, OB — à, si avrà evidentemente: 

(II) ' u—ap — i, v~bq — \, 

1 -t- u \ -\-v 
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Sostituendo questi valori di p e di q neH'equazione (1) si avrà la 
nuova equazione del punto 

(12) 1 I ^ 1 , 

la quale moltiplicata per un numero arbitrario k prenderà la forma 
più generale 

(13) A«-l-Bi--t-C = 0, 

avendo posto fc-^ = A, = ~ — \^ = C. 

Quest’equazione si riduce alla forma Au-4-C = 0 se il punto si 
trova sull’asse OX, alla forma Au4-B« = 0 se il punto si trova 
sulla base, alla forma « = 0 se il punto coincide con A. 

Per dimostrare l’identità delle curve di 2“ ordine con quelle di 
2‘ classe in questo sistema più generale di coordinate lineari basta 
osservare, che facendo uso delle formole (11) si passa dall’uno al- 
l’altro sistema senza punto alterare il grado delle equazioni, che in 
tal modo si trasformano. 

Quando si fa uso delle coordinate rettilinee è molto piu facile di 
esprimere che una curva passi per un punto, anzi che resprimere 
che la stessa curva tocchi una retta. Succede il contrario quando 
si fa uso delle coordinate lineari, essendo adesso una retta deter- 
minata in modo affatto analogo a quello con cui in coordinale ret- 
tilinee si determina un punto. Quando adunque si avranno da con- 
' siderare più tangenti che non punti, si dovranno preferire le coor- 
dinate lineari. 

Proponiamoci ora di dimostrare che due linee di 2® ordine ossia 
di 2' classe non hanno più di quattro tangenti comuni, od altri- - 
menti che due sezioni coniche ammettono tangenti comuni reali od 
irainagènaite il cui numero è sempre quattro. Preferiremo in questa 
dimostrazione (c coordinale più generali, perchè facendo coincidere 
la base AB (fig. o‘) con una diagonale del quadrilatero ABCD de- 
terminato dalle quattro tangenti si avrà il vantaggio di render nulla 
una delle due coordinate di ciascuna tangente. 

Sieno m e in' le ascisse delle tangenti CB e BT), sieno n e n' le 
ordinate delle tangenti CA e DA, e sia 

(li) Ao*-t-2BMu-t-Cu*-1-2Du-4-2Eu-+-1 = 0 
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l'equazione di una linea di 2* classe langenle a queste rette. Espri- 
mendo che le loro coordinale soddisfano airequazione (14) si avranno 
per determinare i coefficienti le 4 equazioni seguenti ; 

* 

(15) -All* -(-1 = 0, Cm* -f-2EiiH-1 = 0, 

Au'*-t- 20»' 4- 1 l) , Cm’*-4-2Em'-+- 1=0; 

risolvendole e sostituendo i valori di A, C, D, E nella (14), essa 
diviene : 


(16) 


V* T» 

— ;--+-2B»y t- 

N» 



ii-t-n’ m-l-m' 
e— , 

un l/l III 


u4 I = 0. 


Siccome il coefficiente B rimane indeterminato , ne segue che infi- 
nite sono le sezioni coniche, che hanno comuni quattro tangenti, 
ma se si aggiunga una 5* langenle («', »') il coefficiente B rimarrà 
completamente determinato, la linea di 2' classe langenle alle o 
rette sarà unica, ossia due curve distinte di 2* classe non possono 
avere più di quattro tangenti comuni. 


La proprietà analitica delle curve di m* classe di essere rappre- 
sentate da equazioni di m° grado in coordinale lineari corrisponde 
alla proprietà geometrica, che per ogni punto si possono condurre 
alla curva m tangenti reali od immaginarie. Infatti per determinare 
queste tangenti basta evidentemente combinare l’equazione della 
curva coll’equazione del punto, che è di 1“ grado; eliminando una 
coordinala si avrà anedra un’equazione di m* grado per determinare 
l’altra, ossia si avranno m tangenti reali od immaginarie che pas- 
sano per il punto dato. È vero però che alcune di queste tangenti 
possono coincidere assieme, come succede quando il punto è preso 
sulla curva stessa. 
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CAPO SECONDO 


Invnluiionc dei sei punti, in cui una retta è intersecala da Ire linee 
di 2® ordine aventi comuni qualtru punti reali od imniaginarii. 


Sei punii A, A', B, B', C, C', situali sulla stessa linea rella di- 
consi in involuiione quando Ira le loro scambievoli distanze esiste 
la relazione : 

(17) AB'.BC'.CA'= A'B.B’C.CA. a, 

Se si prenda questa rella per asse delle ascisse c dicansi a, a', 
b, b', c, c' le ascisse dei sei punti, la condizione d'involuzione si 
esprimerà analìticamente còll'eguaglianza 

(18) (rt — b'yh—c’ 'c—a'i-+ y — b) h ' — c V — a) = 0, 

la quale sì riconosce facilmente essere equivalente a quesl'allra 


(19) 

1 1 

a 4 - a' 

no! j 


i 1 

h -i- b' 

/.// i = 0. 


i 1 

c -H c' 

Cd' i 

Consideriamo 

ora due 

lìnee dì 

2° ordine rappresentale dalle 


equazioni 

S = \ -+-B.r;/ * -f-Di/ -t-E r -+-F = 0 , 

S'= X'r/^Wxij+iV.^ 0 . 


(a) La relazione (17) è quella stessa ohe esisto fra i segmenti delemiinall sui lati di 
un triangolo aSy dalla trasversale ADC (Og. fi»), c siccome il rapporto dei due segmenti 
dello stesso lato è uguale a quello delle ris|K-ltive proic/inni, ne risulta che pruietlandn 
I vertici <*, /}, 7 , del triangolo sulla trasversale nei punti A’, li', C' si avranno su questa 
retta sei punti in involuzione. Quando poi siano dati cinque di questi punii si determi- 
nerà il sesto, per es. C', ricostruendo it triangolo a/3) , il clic .si farà ronduoendo per C 
una retta con inclinazione arLitraria, la ()unle incontrerà le perpendicolari elevale in A' e 
B' nei punU « e |S, quindi condotte le rette «B e ^A, dal loro punto d'intersezione y 
abbassando la perpendicolare >C', il suo piede C sarà il punto domandato. Su si tras- 
porla C In C', 0' si trasporterà In C, lo stesso succede per I punti A c A', B p B'; per 
questa scambievole proprietà diconsi questi punti due a due coniugali. 
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vogliamo dimoslrare che 

(20) hS -h /t'S’ = 0 

(essendo h e /t' coeflìcienli arbilrarii) è requazione generale delle 
• linee di 2" ordine aventi comuni colle due prime quattro punti reali 
od iniinaginarii. Infatti è dapprima evidente <'hc le quattro coppie 
di valori reali od immaginarii di x c di y, che annullano S e S', 
annullano anche cosicché l’equazione (20) è soddisfatta 

dalle coordinate dei punti reali od immaginarii comuni alle due prime 
linee. Inversamente qualunque curva avente comuni colle due prime 
quattro punti sarà rappresentata dall’equazione (20), basta perciò 
dare a h e li' valori tali , che essa .«ià soddisfatta dalle coordinate 
di un b* punto della curva stessa, perchè allora questa curva e 
quella rappresentata daH'equazione (20) coincideranno in tutta la 
loro estensione, essendo nolo che bastano cinque punti per indi- 
viduare una' linea di 2“ ordine. 

Ciò premesso, andiamo a dimoslrare che le tre linee di 2* ordine 
rappresentale dalle equazioni 

S = 0, S' = 0, /iS-i-/»'S'=0 

incontrano la rolla arbitraria presa per asse delle x in sei punti 
che sono in involuzione. 

Infatti ponendo ;/=0 in queste tre equazioni si avranno le ascisse 
dei punti d’intersezione coll’asse delle x, e designandole con a e o’, 
Il e /<', c e c’, si troveranno le seguenti equazioni ; 

E F 

(21) = . oa'=-^— , 

F' F' 

UE-hh’i:' , hV-hli'E' 

- ftC+A'C' ’ “ k-F/i'C ’ 

sostituendo i loro secondi membri nella 2* e 3' colonna del de- 
terminante deH'equazione (19', moltiplicando questa equazione per 
C, C’, h\l-hh'C, c cangiando i segni, essa diviene 

(2*2) C E F 

C' E' F' = 0. 

òG-t-A'C' hE+h'E' òF-4-ò'F' 
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Questa condizione essendo soddisfalla per essere gli elementi della 
3* linea composti di parli rispellivanienle proporzionali a quelli delle 
altre due, si trova cosi dimostrala la proposizione sovra enunciala, 
e non ci rimane altro a fare che dedurne alcune conseguenze. 

I iati opposti di un quadrilatero e le due diagonali formano evi- • 
denlemente tre coppie di linee rette, che si possono considerare 
come tre linee di 2° ordine aventi comuni quattro punti ossia i 
vertici del quadrilatero, godranno adunque queste rette della pro- 
prietà di essere incontrale da qualsivoglia retta in sei punti che 
sono in involuzione. 

Per mezzo di queste considerazioni si può coslrurre per punti una 
curva di 2“ ordine, di cui sieno dati i 5 punti A, B, (i, D; E. 
Infatti condotta per E { fig. 7*) una retta qualunque, se si vuol 
determinare il suo secondo punto d'intersezione L colla curva, si 
segnino le due coppie di rette AC e BD, AD e BC, quindi appli- 
cando il procedimento indicalo nella precedente nota "(od anche la 
proprietà del quadrilatero) si costruisca il 6° punto in involuzione 
dopo i 5 punti M, N, P, Q, E, e sarà questo il punto cercalo L. 
Ripetendo questa costruzione per altre rette passanti per E, si 
avranno altrettanti punti della curva. 

Consideriamo ancora le tre coppie di rette formanti tre angoli 
retti AIA', BIB', ClC (fig. 8*), che hanno il vertice comune, io dico 
che i 6 punti A , A', B, B', C , C' d’intersezione di queste 6 rette 
con una transversale qualunque sono in involuzione. Infatti abbas- 
sando la perpendicolare IP e dicendo o, o', b, b', c, c' le ascisse 
dei sei punti misurale dal punto P, si ha evidentemente : 

AP . PA' = BP . PB' = CP . PC' = pi’, ossia oa' = bb' = cc, 

in virtù della quale eguaglianza il determinante (19) è nullo. 

Il punto P si suol chiamare punto centrale; esso coincide con uno 
dei punti A, B, C quando il suo coniugalo A' o B' o C' si spinge 
a distanza infinita; esso gode pure della proprietà di essere il 
piede detrasse radicale comune alle tre circonferenze descritte sulle 
rette A A', BB', CC' come diametri, epperciò’ non cessa di esistere 
quando queste circonferenze non s’incontrano (a). Quando adunque 


(a) il Icllorc troverà nella nota IV alcune nozioni sugli assi e sui centri radicali. 
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sieno dall cinque punii e si voglia delerminare il sesie, si Irovi 
l’asse radicale comune alle circonferenze descrille sulle relle AA' e 

PA.P\’ 

BB', quindi prendendo PC'= — , il punlo C’ sarà il sesie 
punto in involuzione coi cinque punii dati. 
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Nota I. 


Il procedimento indicato alla pag. 4, che serve per risolvere le 
equazioni (10), si estende facilmente alle n+\ equazioni 

a'’x+fc“y-t-c°s-l- -{-rwrzh", 

fl'x-(-6'»/4-c's4- = 

4 - = 

..... ~hl”w = k", 

e ci fa riconoscere che il comun denominatore delle « + 1 inco- 
gnite è il prodotto delle «(a— 1)(«— 2) ....3.2 differenze formate colle 
lettere a, i, l ossia 

P= a~-b)ia — c) (o — Uh — c) h—l] [i — /}. 

Per altra parte noi ben sappiamo che questo comun denominatore 
si può mettere sotto la forma di un determinante 



a" 

il" 

e" . . 

. . /" 

D = 

fl* 

à» 

c* . . 

. . 


a' 

b* 

c' . . 

. . . /' 


o 

a 

b° 

c” . . 

. . r \ 


rimane adunque dimostrato che si ha D=P. 

Si potrebbe però dubitare che i denominatori ottenuti in questi 
due differenti modi differissero per qualche fattore, ma per togliere 
questo dubbio basta osservare che la quantità D annullandosi (in 
virtù della proprietà .3» dei determinanti) col render nulla una 
qualunque delle differenze a — b, a — c , è divisibile per cia- 

scuna di esse ossia per il loro prodotto P, con cui ha comune il 
termine a" izza” J"— ’ %l°. 

Sviluppando adunque il determinante D e il prodotto P avremo 
due polinomii identicamente uguali, che non cesseranno d’ esserlo 
col cangiare gli esponenti in indici. 
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Nota II. 


Consideriamo il polinomio 

U = -f-A„_jX;/«-'-l-A„j/", 

le cui derivate prese rispetto ad a; e y sono 

= mA,^”*~*4-(»B — 1 )A,x“~*(/-i-(m — .. .. , 

= A,x"*-'-i-2A„x"^^y-+* +(m — \ ; 

moltiplicando la 1* per x , la 2“ per y e sommando avremo : 

xl7 -I- 1/U', = -4- -f- mk^y”' = m[j. 

Rimane adunque dimostrato cbe un polinomio omogeneo in ar e y 
di grado m è uguale alla somma dei prodotti ottenuti moltipli- 
cando per X e y rispettivamente le proprie derivate rispetto alle 
stesse lettere divisa per il grado del polinomio stesso. 


Aggiunta al capo 5" della parte 1*. 

7» Trovare la relazione che deve esistere fra i coefficienti della 
equazione generale di una superficie di 2° ordine quando essa è 
conica. 

Una superficie conica di 2“ grado riferita al centro è rappresen- 
tata da un’equazione della forma 

Ax* 4- A'y*4- A''s^-+- 2Bys -+■ 2B’xi -4- 2B"xy = 0. 

Se adunque l’equazione generale 

A.T*-*-A'i/*-i-A"s*H-2By3-4-2B'x3-t-2B''jy-»-2Cx-t-2i.'f/-«-2C"z-(-D = 0 

rappresenta una superficie conica, deve succedere che cangiando 
X in x’+«, y in y'+i*, s in z'+y, i coefificienti di x', y\ e 2 ' e il ter- 
mine indipendente si annullino per i valori di « , /3 e >, che spet- 
tano al centro ossia al vertice. Avremo adunque le quattro equa- 
zioni seguenti > 

A « -4- B"/3-4- B* y -4- C = 0 , 

B"«-4-A'/8-4-By-4-C'=0, 

B'. + B^-1-AV-4-C''=0, 

A,»-*-.\'/8»+A'V*-t-2B^y.4-2B'«y-»-2B''«;3-+-2C«-4-2C'j3-+-2C'VH-D = 0 , 

/ 
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Tultima delle quali si può mettere sotto la forma 

^(B'a+B/8^-A'V"t"C]yf-C«'+ C /3+C'V'^D \ 

e quindi in virtù delle precedenti si riduce a 
C«t H- dii -+- C’V "t" D = 0. 

Esprimendo che queste quattro equazioni di 1® grado sussistono 
simultaneamente si trova la condizione cercata 


I A B" B' C 

I B" A' B C' 

B' B A" C" 

I C C’ C" I) 


Si trova in simil modo che l’equazione di 2° grado 
Ay'^ + 2Bxy 4 Ca;’ 4- 2Dy 4- 2Ex 4- F = 0 
rappresenta un sistema di linee rette quando si ha 


A 

B 

D 


B D 
C E 
E F 



Aggiunte alla parte seconda. 

Ad alcuni lettori della parte 2® è forse sembrato strano, che in 
essa non abbia fatto alcun cenno del Metodo dei coefficienti inde- 
terminati., di cui si servirono molti autori per dimostrare le serie, 
di cui ho trattato nei capi 2“ e 3®. Io ho seguito in ciò l’esempio 
di parecchi moderni Analisti, i quali per fondati motivi riguar- 
dano il metodo sovraccennato come applicabile con rigore in quei 
soli casi , in cui a priori si sia riconosciuta la forma della serie 
e dimostrata la sua convergenza per piccoli valori della variabile. 
Ed invero quando si vuol dimostrare il principio che serve di fon- 
damento a questo metodo, che cioè l’eguaglianza 

a A- hx — et -V -f- ^.x^-f- J x^ — f- 

non può sussistere per tutti i valori di x senza che si abbia 

a = », 6 = /i, c — y, d=:}, 
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si suol porre ®=0 e conchiudere immediatamente che le due serie 


bx-\-cx^-\-dx^-[- ■+■ 

si annullano e che perciò a è ug-uale ad «. Ora questa conclusione 
non è rigorosa. Infatti se queste due serie fossero di forma simile 
alla seguente 

it+2x*+2.3.c3+2.3. 4x-‘-+- -+-2.3.4 n.x” + 

fossero cioè divergenti anche per piccolissimi valori di x, siccome 
col supporre x piccolissimo infiniti sarebbero i valori delle serie 
surriferite, come mai si potrebbe affermare, che per «-0 i loro 
valori siano nulli? 


Quando una quantità finita /(x) è rappresentata da una serie 
convergente per valori di x compresi fra certi limiti , essa cessa 
di essere esattamente rappresentata dalla serie stessa allorché 
si danno ad x valori tali che oltrepassano i limiti. Così svilui)- 
pando colla formala del binomio la quantità negativa e fraziona- 
ria si trova una serie composta di termini positivi ed iu- 

tieri; così sviluppando la quantità immaginaria (1— 2)T si trova 
una serie, i cui termini son tutti reali, ccc. Queste contraddizioni 
sono talmente manifeste, che i soli principianti possono essere 
indotti talvolta in errore nel maneggiare, le serie divergenti. 

Ma un errore meno facile a riconoscere consiste nel credere che 
una serie numerica divergente od indeterminata così caratterKzi 
la quantità finita, da cui essa deriva, che trovando la stessa serie 
nello sviluppare due quantità finite di forma diversa si debba con- 
chiudere, che esse sono numericamente uguali. Per render ma- 
nifesto quest’errore con qualche esempio consideriamo le frazioni 


_1 1 i^X ì+x +x- 

l+x ’ l+x+x^ ’ \+x+x'^-¥X' ■ 
iT=rl otterremo i risultati seguenti: 


sviluppiamole in serie, e posto 


i -1- X 
< -f-X-+ J'* 

4 -\-x-hx^ 
h-\-x+x^-+-j.^ 


— .Td-a'^ — .x^-Pa;*— , 

— a*-4-a.-^ — .a'Vl-a’'’— , 

— .x^-f a?' — x'-Pa* — 


1 '. 
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Combinando poi questa serie indeterminata con una serie diver- 
gente 0 convergente si otterrà una nuova serie divergente od in- 
determinata, che corrisponderà a diverse quantità finite. 


Quando si sviluppa in serie convergente una quantità finita 
suscettibile, di parecchi valc^ri algebrici si deve operare con circo- 
spezione affine di uón confondere il valor reale di essa colla parte 
reale di uno de’ suoi valori immaginarii. Quando per es. per mezzo 
della formola di Moivre si vogliono esprimere le potenze dei co- 
seni degli archi semplici per mezzo dei coseni degli archi multi- 
pli, ponendo 

eos <P -4- — I sei) <p = u, cp — \/ — 1 sen (p — v, 


si trova sommando (supposto m intiero) ed elevando alla m» po- 
tenza : 


2"*cos<?*‘= ='»+«> = 




= u'" -4- w” -+- 


, m'm— r , 






= 2 cos mp-t-m.'ì cos m — .2 cos (m — 4]ip- 


vì m — 1 
9 


Questo risultato {«! è erroneo per valori frazionarii di m, perchè 
sviluppando separatamente le quantità [tt+r]’" o (b-*-?))"» si riconosce 
che esse, invece di essere uguali , sono coniugate e che perciò ecc. 


Se per es. si ponga f — r e = 
cade nell’eguaglianza assurda 


ossia cos » = ~ 1, cos ì/id = j si 


± ± 1 
2 3 (—1) 3 =l-f-7- 

ó 




(a) L'inesaUeua di questo risullAto sfuggila ad Eulero, Eagrange, EaoroU, .... fu 
riconosciuta da Poisson , come si può vedere uelle Correzioni di Lacroi.v alla sua lutro- 
duiione al Calcolo. 

9 
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Nota III. 


Per far comprendere al lettore come di una tavola molto ristretta 
si possa fare un uso molto esteso, indiclieremo sommariamente il 
modo di trovare il logaritmo di qualsivoglia numero N per mezzo 
della tavola della pag. 8t e della seguente, che contiene i loga- 
ritmi dei numeri primi inferiori a 125. 


Num'* 

Logartlml 


Logaritmi | 


Logaritmi 

2 

0,30102 99956 6 

31 

I 

1,49136 16038 3 

73 

1,86332 28601 2 

3 

0,47712 12.547 2 

37 

1,56820 17240 7 ; 

79 

1,89762 70912 9 

5 

0,6!»897 00043 4 

41 

1,61278 38567 2 

83 

1,91907 80923 8 

7 

0,84509 80400 1 

4:3 

1,6:3346 84,5.55 8 i 

89 

1,»49:39 00066 4 

11 

1,04139 26851 6 

47 

1,67209 78579 4 ; 

97 

1,98677 17342 7 

13 

1,11394 3852:3 1 

53 

1,72427 .58696 0 , 

101 

2,00432 13737 8 

17 

1,2:3044 89213 8 

59 

1,77085 20116 4 

10:3 

2,012tó 72247 1 

19 

1,27875 36009 5 

61 

1.78532 983.50 1 ! 107 

2,02938 :37776 9 

23 

1,:16172 78360 2 

67 

1,82607 48027 0 i 

109 

2,03742 64979 4 

29 

1,46239 '79979 0 

71 

1,85125 83487 2 , 

1 

113 

2,05307 ^434 8 


Siano Q e Q' i quozienti ottenuti dividendo il numero dato N 
per 1811 e per 1841, se le due prime cifre significative non sono 
comuni si divida N per il numero D formato colle due prime cifre 
di Q, il quoziente q sarà compreso fra 1811 e 1841, calcolato logj' 
e logD si avrà logN-log j' + logD. Se le due prime cifre Q e Q' 
sono le stesse e se i due numeri D e D' formati colle 3 prime cifre 
di Q e Q' sono maggiori di 126, si potrà tuttavia trovare un nu- 
mero d compreso fra D e I)', che divis'o per un numero di una 
sola cifra ci darà un quoziente intiero minore di 1Ì5, e del quale 
numero d .si troverà il logaritmo sommando insieme i logaritmi 
dei suoi fattori primi. Diviso N per d si #vrà un quoziente q com- 
preso fra 1811 e 1841 , il cui logaritmo lommato con quello di d 
diverrà uguale al logaritmo ceréato. 
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Dicesi asse radicale di due circonferenze il luogo geometrico dei 
punti, per cui le tangenti condotte aH’uua ed all’altra circonfe- 
renza hanno egual lunghezza. Se le due circonferenze si tagliano, 
come ha luogo per la A e la B, la loro, secante comune MDK 
(fig. 9«) è appunto il loro asse radicale, perchè da un punto qua- 
lunque M di essa conduceudo le due tangenti iMT e MT', si ha 

— i — i 

MT = MD.ME = MT'. Se le due circonferenze .si toccano, come av- 
viene per le B e C, la tangente comune LI è evidentemente il 
loro asse radicale. Se poi le due circonferenze non hanno alcun 
punto comune, il loro asse radicai» è ancora una retta reale (seb- 
bene sia una secante immaginaria), che si può facilmente per via 
analitica o geometrica determinare. Infatti siano 

S ={j — 7,2 — R* = 0, 

S"= [x -/)'7 -L — 1V'*= 0 

le eq\iazioni delle due circonferenze A e C, se invece di * e y vi 
si pongono le coordinate di un punto N preso fmori di esse, i 
primi membri non saranno nulli, ma rispettivamente eguali a 

— j — 1 — 5 — 2 ' — 1 — 2 

A .N - A il = N II , C.N - C K = ,N K , 


ossia ai quadrati delle tangenti condotte dal punto N alle due 
circonferenze. Combinare adunque le due equazioni Sz=0 e S'=0 
per dedurne Tequazione S — S'— 0 di 1“ grado rappresentante la 
comune secante immaginaria delle due circonferenze è lo .ste.sso che 
cercare il luogo geometrico dei punti , da cui coaducendo le tan- 
genti alle due circonferenze, queste risultino di egual lunghezza. 
Ammettono adunque le due circonferenze, A e C un asse radicale, 
che è rappresentato dall’equazione S-S"-0, il cui coefficiente an- 


n " — q) 

gelare essendo , e.=so risulta perpendicolart^ alla linea 

dei centri , come quando le circonferenze si tagliano o si toccano. 

Osserviamo ora che il punto d’incontro I dei due assi radicali 
PI e LI godendo della proprietà, che le tangenti condotte da esso 
alle tre circonferenze sono eguali, si trova pure sull’asse radicale 
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delle circonferenze A e C. Questo punto I comune ai tre assi ra- 
dicali si dice centro radicale. 

L’esistenza del centro radicale si dimostra analiticamente som- 
mando le equazioni dei tre assi radicali 

S-S'=0, S'— S"=0, S"-S = 0, 

il risultato essendo nullo, si conchiude che le tre rette passano 
per lo stesso punto. 

La considerazione del centro radicale ci porge una costruzione 
semplicissima deH’asse radicale di due circonferenze che non hanno 
alcun punto reale comune, basta perciò descrivere una circonfe- 
renza che tagli o tocchi le circonferenze date , dal punto d’inter- 
sezione delle secanti o tangenti comuni abbassare una perpendi- 
colare sulla linea dei centri delle circonferenze date , sar^i questa 
perpendicolare l’asse radicale cercato. 


i 
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